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内 容 提 要 


本 书 第 一 版 至 第 五 版 受到 广大 教师 和 学 生 的 欢迎 ,本 版 仍 保 持 前 五 版 理论 严谨 , 超 辑 清 
蜥 ,由浅 入 深 、 宜 于 教学 的 风格 和 体系 ,适当 提高 了 起 点 ,增加 了 部 分 新 内 容 , 以 适应 21 世纪 
的 需要 。 本 书 是 普通 高 等 教育 "十 五 国家 级 规划 教材 。 

本 版 分 为 两 册 , 第 1 册 内 容 包括 静 力 学 .运动 学 .动力 学 普遍 定理 AK BB BÚ ТЕ: A E fv 
移 原 型 等 ,一般 中 等 学 时 的 专业 只 用 第 工 册 即 可 ;第 工 册 内 容 包 括 非 民 性 系 中 的 质点 动力 
学, 碰 接 .分析 力学 基础 ,机 械 振 动 基础 .刚体 定点 运动 与 自由 体 运 动 及 变质 最 动力 学 等 ,各 
专业 可 根据 需要 来 选取 。 全 书 配 有 大 其 思考 题 和 习题 。 

本 书 可 作为 席 等 院 校 工种 各 专业 理论 力学 课程 的 教材 ,可 作为 夜 太 BRAKE RIK 
学 相应 专业 的 自学 和 函授 教 料 ,也 可 供 有 关 工 程 技术 人 员 参 考 。 
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第 六 版 序 


本 书 从 1961 年 出 版 以 来 ,已 经 修订 多 次 ,这 次 是 第 六 版 。 前 五 版 受到 了 广 
大 教师 和 学 生 的 欢迎 , 曾 获 国 家 优秀 教材 奖 。 

为 适应 21 世纪 的 需要 ,本 书 对 第 五 版 进行 了 修订 。 通 过 多 年 的 教学 实践 ， 
本 书 的 体系 和 风格 已 经 比较 成 熟 , 大 多 数 使 用 者 希望 保留 和 发 扬 这 一 风格 。 本 
版 仍 保留 前 五 版 的 风格 ,坚持 理论 严 说 、 远 辑 清晰 、 由 泌 入 深 的 原则 ,适当 提高 起 
点 ,增加 部 分 新 内 容 。 本 版 分 为 两 册 。 第 工 册 为 基础 部 分 ,包含 了 理论 力学 的 基 
本 内 容 ,包括 : 静 力 学 、 运 动 学 、 动 力学 三 大 基本 定理 、 达 良 贝 尔 原理 、 虚 位移 原理 
等 ,一 般 中 等 学 时 的 专业 只 用 第 工 册 即 可 。 第 正 册 为 专题 部 分 ,内 容 包括 : 非 惯 
性 系 动力 学 碰撞、 分 析 力 学 基础 ( 含 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 )、 机 械 拭 动 基础 、 定 点 
运动 及 变质 量 动力 学 。 不 同 专业 可 选用 不 同 的 专题 。 

本 书 适用 于 高 等 工科 院 校 四 年 制 机 械 、 土 建 、 交 通 、 水 利 、 动 力 、 航 空 航天 等 
专业 ,也 可 供 其 他 专业 选用 ,或 作为 自学 、 函 授 教 材 。 

本 版 由 王 铎 教授 和 程 靳 教授 主编 ,经 教材 审定 小 组 讨论 ,第 工期 由 王 宏 钰 教 
授 ( 第 一 ,二 ,三 ,四 ,五 章 ), 程 新 教授 (第 六 ,七 , 八 , 九 章 ), 赵 经 文教 授 (第 十 ,十 
一 ,十 二 ,十 三 章 ), 程 燕 平 副教授 (第 十 四 ,十 五 章 ) 执 笔 ;第 下 基 由 程 新 教授 (第 
一 ,五 ,六 章 ), 程 燕 平 副教授 (第 二 章 ) ,和 孙 直 教授 (第 三 章 ) 执 笔 , 第 四 章 由 程 斯 教 
授与 程 燕 平 副教授 共同 执笔 ;全 书 由 程 斯 教授 和 程 燕 平 副教授 统 稿 。 

本 版 由 清华 大 学 尽 节 圳 教 授 审 阅 ,并 提出 了 很 多 宝贵 意见 ,特此 致谢 。 

本 书 虽 经 多 次 修订 ,但 限于 我 们 的 水 平和 条 件 ,缺点 和 错误 仍 在 所 难免 ,让 
心 希望 大 家 提出 批评 和 指正 ,使 本 书 不 断 提高 和 完善 。 


第 五 版 序 


本 书 为 第 五 版 。 初 版 于 1961 年 出 版 ,1962 年 和 1965 年 经 过 修订 ,出 版 了 
第 二 版 上 、 下 册 和 第 三 版 上 册 ,第 三 版 下 册 因 故 未 能 正式 出 版 。1981 年 出 版 的 
第 四 版 上 、 下 册 对 以 前 的 版 本 作 了 较 大 的 调整 ,在 各 章 末 增加 了 小 结 、 思 考题 和 
习题 ,更 有 利于 教师 的 讲授 ,也 便于 学 生 自 学 。 本 书 第 四 版 在 国内 得 到 了 广泛 的 
选用 ,荣获 国家 优秀 教材 奖 。 本 书 第 四 版 出 版 十 余年 来 ,也 收 到 了 很 多 教师 和 读 
者 的 宝贵 意见 和 建议 ,对 此 我 们 深 表 感 谢 。 

为 适应 我 国 科 学 技术 和 生产 建设 的 发 展 ,适应 学 生 水 平 的 普遍 提高 ,我 们 根 
据 近 年 来 的 教学 实践 和 兄弟 院 校 的 意见 ,对 本 书 第 四 版 作 了 适当 的 修订 。 修 订 
后 的 第 五 版 符合 国家 教委 新 颁布 的 “高 等 学 校 工科 本 科 理 论 力学 课程 教学 基本 
要 求 ", 适 用 二 四 年 制 机 械 、 土 建 . 水 利 、 航 空 和 动力 等 专业 ,可 供 企业 管理 、 化 工 、 
电器 等 其 他 专业 选用 , 亦 可 作为 自学 和 函授 教材 。 

本 版 保持 了 第 四 版 的 体系 和 风格 ,继承 了 前 一 版 便于 教师 讲授 和 学 生 自 学 
的 优点 ,在 下 列 儿 方面 作 了 一 些 修 改 ;减少 了 与 数学 物理 等 课程 简单 重复 的 内 
容 ; 删 去 了 图 解 静 力学 一 章 ; 减 少 了 几何 法 求解 问题 的 篇 申 , 适 当 加 强 了 便于 计 
算 机 应 用 的 解析 方法 和 综合 分 析 问 题 的 训练 ;合并 了 部 分 章节 ,精炼 了 文字 叙 
述 ; 减 少 了 部 分 简单 习题 ,扩展 了 习题 的 类 型 ,适当 增加 了 综合 练习 题 ; 附 录 中 给 
出 了 几 个 有 关 静 力学 内 容 的 微机 计算 程序 。 

本 版 采用 了 СВ 3100 一 3102 一 93《 量 和 单位 》 中 规定 的 有 关 通 用 符号 。 

本 修订 版 由 王 铎 教授 和 赵 经 文教 授 任 主编 ,经 教材 修订 小 组 讨论 ,由 王 宏 猕 
教授 ( 静 力 学 ) 、 程 新 教授 (运动 学 )、 赵 经 文教 授 ( 动 力学 ) 和 陈 明 副 教授 、 程 燕 平 
副教授 (习题 ) 等 执笔 ,并 由 赵 经 文教 授 统 稿 ,最 后 由 王 铎 教授 定稿 完成 。 

本 版 由 清华 大 学 枫 书 惠 教授 和 华东 船舶 工业 学 院 董 雷 强 副教授 审阅 ,他 们 
对 本 书 提出 了 很 多 宝贵 意见 ,特此 致谢 。 

本 书 昌 经 多 次 修订 ,但 由 于 水 乎 和 条 件 所 限 ,还 会 有 不 少 缺 点 和 错误 , 诚 忌 
欢迎 读者 批评 指正 。 圳 心 希望 大 家 对 本 书 提出 修改 意见 和 建议 ,使 之 能 不 断 地 
提高 和 改进 。 


哈尔滨 工业 大 学 理论 力学 教研 室 
1996 年 10 月 


第 四 版 序 


本 书 初 版 于 1961 年 出 版 。1962 年 和 1965 年 经 过 修订 ,出 版 了 第 二 版 上 、 
下 期 和 第 三 版 上 上 其 ,第 三 版 下 类 因 故 未 能 正式 出 版 。 

为 了 适应 社会 主义 现代 化 建设 的 需要 ,我 们 根据 多 年 来 的 教学 实践 并 按照 
离 等 学 校 工 科 力学 教材 编审 委员 会 理论 力学 编审 小 组 1980 年 审 订 的 高 等 工业 
学 校 《 理 论 力学 教学 大 岗 》( 草 案 )( 四 年 制 机 械 、 土 建 , 水 利 、 航 空 等 类 专业 试用 ) 
的 要 求 ,对 本 书 在 前 三 版 的 基础 上 进行 了 修订 ,作为 第 四 版 出 版 。 本 版 对 以 前 各 
版 的 章节 作 了 适当 的 调整 ,对 各 章 的 内 容 、 例 题 作 了 增删 和 修订 ;为 便于 自学 ,在 
各 章 末 增加 了 小 结 、 思 考题 和 习题 ,并 在 书 末 附 有 习题 答案 。 

本 版 采用 国际 单位 制 。 

本 版 基本 内 容 课 内 为 120 学 时 。 附 有 “x ”号 的 章节 ,不 是 120 学 时 内 的 基 
本 内 容 , 可 根据 专业 需要 选取 。 绪 论 的 内 容 不 必 在 第 一 次 课 上 全 部 讲授 ,例如 关 
于 理论 力学 的 研究 方法 可 在 课程 结束 时 加 以 总 结 。 

本 版 的 修订 由 王 铎 同志 主编 ,修订 方案 经 过 教材 修订 小 组 讨论 ,由 王 宏 年 
(第 一 章 至 第 八 章 )、 洪 敏 谦 (绪论 和 第 九 章 至 第 二 十 章 )、 邹 经 湘 (第 二 十 一 章 至 
第 二 十 四 章 )、 杨 英烈 ( 静 力 学 习题 )、 于 永 德 (运动 学 和 动力 学 习题 ) 同 志 执笔 ,并 
由 洪 敏 谦 同 志 统 稿 ,最 后 由 王 铎 同志 校 阅 。 

本 版 上 册 插 图 部 分 底 图 由 冯 年 寿 同 志 重 新 绘制 。 

本 版 由 北京 航空 学 院 黄 克 累 和 张大 源 间 志 审 阅 , 并 提出 了 很 好 的 意见 ,特此 
致谢 。 

本 书 虽 经 多 次 修订 ,但 限于 我 们 的 水 平 ,还 会 有 不 少 缺 点 和 错误 , 赴 心 希望 
读者 批评 指正 。 

哈尔滨 工业 大 学 理论 力学 教研 室 
1981 年 6 月 


第 三 版 序 


为 了 适应 当前 教学 改革 的 形势 ,我 们 对 本 书 第 二 版 作 了 较 全 面 的 修订 。 在 
修订 中 ,注意 了 贯彻 “理论 联系 实际 ”的 方针 和 “ 少 而 精 " 的 原则 。 

修订 时 ,注意 了 工科 院 校 的 特点 , 删 去 了 不 适合 一 般 专 业 需 要 的 部 分 ,精简 
了 次 要 内 容 , 合 并 了 一 些 章 节 ; 在 内 容 叙 述 和 定理 推 证 方面 力求 物理 概念 清晰 ; 
各 章 问题 尽量 从 工程 实际 引出 ,并 增加 了 联系 实际 的 例子 。 

本 修订 版 在 修订 前 ,经 过 教研 室 全 体 同 志 讨 论 , 然 后 分 工 执笔 修改 ,最 后 由 
王 铎 同志 统一 校订 。 本 版 全 部 插图 都 系 重新 绘制 。 

本 修订 版 由 北京 航空 学 院 黄 克 累 同志 审阅 ,并 提出 了 很 多 宝贵 的 意见 。 

由 于 我 们 对 教学 改革 精神 领会 不 够 ,并 受 政治 和 业务 水 平 所 限 ,错误 和 缺点 
在 所 难免 , 圳 心地 希望 大 家 批评 指正 。 


哈尔滨 工业 大 学 理论 力学 教研 室 
1965 年 8 月 


第 二 版 序 


本 书 的 第 一 版 出 版 后 ,我 们 听取 了 兄弟 院 校 教师 和 读者 的 意见 ,对 它 进行 了 
修改 。 

在 本 版 中 ,我们 对 全 书 的 内 容 和 文句 作 了 必要 的 增删 和 修改 ,也 订正 了 第 一 
版 中 的 印刷 错误 。 

本 版 的 修改 工作 是 由 洪 敏 谦 同 志 执 笔 和 完成 的 。 修 改 的 内 容 兽 由 教研 室 部 
分 教师 参加 讨论 。 改 写 的 章节 中 的 第 二 十 章 8$7 和 第 二 十 九 章 8 10 分 别 由 陈 长 
庚 和 谈 开 孚 同志 执笔 。 最 后 ,由 王 铎 同志 对 全 书 进 行 了 校 阔 。 

为 了 提高 出 版 质量 ,本 版 中 的 部 分 附 图 是 由 居 良 将 等 同志 重新 绘制 的 。 

本 书 虽 经 修改 ,但 由 于 水 平 所 限 , 缺 点 和 错误 仍 在 所 难免 ,衷心 地 希望 大 家 
提出 批评 和 指正 。 


哈尔滨 工业 大 学 理论 力学 教研 室 
1962 年 3 月 


Se ee eee RSE oe ST Rene en ee ee 


第 一 版 序 


本 书 是 根据 1959 年 我 教研 室 所 编 理 论 力学 讲义 经 过 局 部 修改 而 出 版 的 。 
几 年 来 ,特别 是 在 贯彻 党 的 教育 方针 以 后 ,在 党 的 领导 下 ,学 习 先 进 经 验 , 并 结合 
我 们 的 教学 实践 ,总 结 了 点 渍 体会 ,先后 编写 了 一 些 讲 义 , 供 校内 同学 参考 。 册 
于 讲义 本 来 只 反映 本 校 的 局 部 情况 ,加 以 出 版 时 间 仓 促 , 没 有 来 得 及 根据 兄弟 院 
校 的 教学 经 验 多 加 修改 。 

本 书 的 篇 幅 只 大 体 适合 于 机 械 、 动 力 、 电 机 、 土 建 等 类 各 专业 理论 力学 课程 
的 要 求 。 对 变质 量力 学 、 物 体 在 中 心力 场 中 的 运动 .回转 仪 理论 和 振动 理论 等 专 
题 只 作 了 简略 的 叙述 。 因 此 有 必要 结合 学 校 和 专业 的 特点 ,增删 部 分 内 容 , 指 定 
相应 的 参考 资料 。 | 

总 之 ,本 书 无 论 在 体系 、 篇 幅 、 内 容 、 教 学 方法 等 各 个 方面 都 不 够 成 熟 , 必 须 
随 着 教育 改革 的 不 断 深入 发 展 ,吸取 兄弟 教研 室 的 宝贵 经 验 ,大 力 加 以 修改 , 执 
烈 地 希望 见 弟 院 校 的 教师 和 同学 提出 批评 指正 。 

本 书 是 在 党 的 直接 领导 和 关怀 下 ,由 教研 室 同志 集体 编写 的 ,参加 的 主要 成 
АЖЖ. DER EXE RT O REE, 

最 后 , 袁 心 地 感谢 兄弟 院 校 的 理论 力学 教研 室 , 他 们 为 了 促使 本 书 提高 质 
量 , 早 日 出 版 ,对 本 书 提出 了 许多 宝贵 的 修改 意见 ,主动 地 为 本 书 提供 了 他 们 所 
编 讲义 的 个 别 章节 及 例题 ,并 承 清华 大 学 理论 力学 教研 组 有 关 同 志 对 全 书 进行 
TRA AIT EE. 
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一 、 理论 力学 的 研究 对 象 和 内 容 


理论 力学 是 研究 物体 机 械 运 动 一 般 规律 的 科学 。 

物体 在 空间 的 位 置 随时 间 的 改变 , 称 为 机 械 运动 。 机 械 运 动 是 人 们 生活 和 
生产 实践 中 最 常见 的 一 种 运动 。 平 衡 是 机 械 运动 的 特殊 情况 。 

ERMER P ,存在 各 种 各 样 的 物质 运动 ,例如 发 热 、 发 光 和 产生 电磁 场 等 
物理 现象 ,化 合 和 分 解 等 化 学 变化 ,以 及 人 的 思维 活动 等 。 在 物质 的 各 种 运动 形 
式 中 ,机 械 运动 是 最 简单 的 一 种 。 物 质 的 各 种 运动 形式 在 一 定 的 条 件 下 可 以 相 
互 转化 ,而 且 在 高 级 和 复杂 的 运动 中 ,往往 存在 着 简单 的 机 械 运 动 。 

本 课程 研究 的 内 容 是 速度 远 小 于 光速 的 宏观 物体 的 机 械 运 动 , 它 以 伽利略 
和 和 牛顿 总 结 的 基本 定律 为 基础 ,属于 古典 力学 的 范畴 。 至 于 速度 接近 于 光速 的 
物体 和 基本 粒子 的 运动 , 则 必须 用 相对 论 和 量子 力学 的 观点 才能 完善 地 予以 解 
释 。 宏 观 物体 远 小 于 光速 的 运动 是 日 常生 活 及 一 般 工 程 中 最 常 遇 到 的 ,古典 力 
学 有 着 最 广泛 的 应 用 。 理 论 力学 所 研究 的 则 是 这 种 运动 中 最 一 般 .最 普遍 的 规 
律 ,是 各 门 力学 分 支 的 基础 。 

本 课程 的 内 容 包括 以 下 三 个 部 分 : 

静 力 学 一 一 主要 研究 受 力 物体 平衡 时 作用 力 所 应 满足 的 条 件 ; 同 时 也 研究 
物体 受 力 的 分 析 方 法 ,以 及 力 系 简化 的 方法 等 。 

运动 学 一 一 只 从 几何 的 角度 来 研究 物体 的 运动 {如 轨迹 、 速 度 和 加 速度 等 )， 
而 不 研究 引起 物体 运动 的 物理 原因 。 

动力 学 一 一 研究 受 力 物 体 的 运动 与 作用 力 之 间 的 关系 。 


二 、 理 论 力学 的 研究 方法 


研究 科学 的 过 程 ,就 是 认识 客观 世界 的 过 程 ,任何 正确 的 科学 研究 方法 ,一 
定 要 符合 辩证 唯物 主义 的 认识 论 。 理 论 力学 也 必须 遵循 这 个 正确 的 认识 规律 进 
行 研究 和 发 展 。 

1. 通过 观察 生活 和 生产 实践 中 的 各 种 现象 ,进行 多 次 的 科学 实验 ,经 过 分 
析 综合 和 归纳 ,总 结 出 力学 的 最 基本 的 规律 。 

远 在 古代 ,人 们 为 了 提 水 ,制造 了 贸 莫 ;为 了 搬运 重 物 ,使 用 了 杠杆 .斜面 和 
滑轮 ;为 了 利用 风力 和 水 力 ,制造 了 风车 和 水 车 ,等 等 。 制 造 和 使 用 这 些 生活 和 
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生产 工具 ,使 人 类 对 于 机 械 运动 有 了 初步 的 认识 ,并 积累 了 大 量 的 经 验 ,经 过 分 
析 ,综合 和 归纳 ,逐渐 形成 了 如 * 力 ”和 "力矩 "等 基本 概念 ,以 及 如 “二 力 平衡 ”、 
“杠杆 原理 ”“ 力 的 平行 四 边 形 规则 "和 “万 有 引力 定律 "等 力学 的 基本 规律 ,并 总 
结 于 科学 著作 中 。 我 国 的 墨 翟 (公元 前 468 一 前 382 年 ) 所 著 的 《4 肤 经 》, 是 一 部 
最 早 记述 有 关 力 学 理论 的 著作 。 

人 们 为 了 认识 客观 规律 ,不 仅 在 生活 和 生产 实践 中 进行 观察 和 分 析 ,还 要 主 
动 地 进行 实验 ,定量 地 测定 机 械 运动 中 各 因素 之 间 的 关系 , 找 出 其 内 在 规律 性 。 
例如 伽利略 (公元 1564 一 1642 年 ) 对 自由 落体 和 物体 在 斜面 上 的 运动 作 了 多 次 
实验 ,从 而 推翻 了 统治 多 年 的 错误 观点 ,并 引出 “加 速度 ”的 概念 。 此 外 ,如 摩擦 
定律 ,动力 学 三 定律 等 ,都 是 建立 在 大 量 实验 基础 之 上 的 。 实 验 是 形成 理论 的 重 
要 基础 。 

2. 在 对 事物 观察 和 实验 的 基础 上 ,经 过 抽象 化 建立 力学 模型 ,形成 概念 ,在 
基本 规律 的 基础 上 ,经 过 逻辑 推理 和 数学 演绎 ,建立 理论 体系 。 

客观 事物 都 是 具体 的 复杂 的 ,为 找 出 其 共同 规律 性 ,必须 抓 住 主要 因素 , 合 
弃 次 要 因素 ,建立 抽象 化 的 力学 模型 。 例 如 ,忽略 一 般 物体 的 微小 变形 ,建立 在 
力作 用 下 物体 形状 、 大 小 均 不 改变 的 刚体 模型 ; 抓 住 不 同 物体 间 机 械 运 动 的 相互 
限制 的 主要 方面 ,建立 一 些 典 型 的 理想 约束 模型 ;为 分 析 复杂 的 振动 现象 ,建立 
了 弹簧 质点 的 力学 模型 等 。 这 种 抽象 化 理想 化 的 方法 ,一 方面 简化 了 所 研究 的 
问题 , 另 一 方面 也 更 深刻 地 反映 出 事物 的 本 质 。 当 然 ,任何 抽象 化 的 模型 都 是 相 
对 的 。 当 条 件 改变 时 ,必须 再 考虑 到 影响 事物 的 新 的 因素 ,建立 新 的 模型 。 例 
如 :在 研究 物体 受 外 力作 用 而 平衡 时 ,可 以 忽略 物体 形状 的 改变 ,采用 刚体 模型 ; 
但 要 分 析 物 体内 部 的 受 力 状 态 或 解决 一 些 复杂 物体 系 的 平衡 问题 时 ,必须 考虑 
到 物体 的 变形 ,建立 弹性 体 的 模型 。 

生产 实 戚 中 的 问题 是 复杂 的 ,不 是 一 册 零 散 的 感 性 知识 所 能 解决 的 。 理论 
力学 成 功 地 运用 逻辑 推理 和 数学 演绎 的 方法 ,由 少量 最 基本 的 规律 出 发 ,得 到 了 
从 多 方面 揭示 机 械 运动 规律 的 定理 、 定 律 和 公式 ,建立 了 严密 而 完整 的 理论 体 
系 。 这 对 于 理解 .掌握 以 及 应 用 理论 力学 都 是 极为 有 利 的 。 数 学 方法 在 理论 力 
学 的 发 展 中 起 了 重大 的 作用 。 近 代 计 算 机 的 发 展 和 普及 ,不 仅 能 完成 力学 问题 
中 大 量 的 繁杂 的 数值 计算 ， 而 且 在 逻辑 推理 公式 推导 等 方面 也 是 极 有 效 的 工 
R, 

3. 将 理论 力学 的 理论 用 于 实践 ,在 解释 世界 .改造 世界 中 不 断 得 到 验证 和 
发 展 。 

实践 是 检验 真理 的 唯一 标准 ,实践 中 所 遇 到 的 新 问题 又 是 促进 理论 发 展 的 
源泉 。 古 典 力学 理论 在 现实 生活 和 工程 中 ,被 大 量 实践 验证 为 正确 ,并 在 不 同 领 
域 的 实践 中 得 到 发 展 , 形 成 了 许多 分 支 , 如 刚体 力学 . 弹 塑性 力学 ,流体 力学 、 生 
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物力 学 等 。 大 到 天 体 运 动 , 小 到 基本 粒子 的 运动 ,古典 力学 理论 在 实践 中 又 都 出 
现 了 矛盾 ,表现 出 真理 的 相对 性 。 在 新 条 件 下 ,必须 修正 原 有 的 理论 ,建立 新 的 
概念 ,才能 正确 指导 实践 ,改造 世界 ,并 进一步 地 发 展 力学 理论 ,形成 新 的 力学 分 
支 。 


三 、 学 习 理 论 力学 的 目的 


理论 力学 是 一 门 理论 性 较 强 的 技术 基础 课 。 学 习 理 论 力学 的 目的 是 : 

1. 工程 专业 一 般 都 要 接触 机 械 运动 的 问题 。 有 些 工程 问题 可 以 直接 应 用 
理论 力学 的 基本 理论 去 解决 ,有 些 比较 复杂 的 问题 , 则 需要 用 理论 力学 和 其 他 专 
门 知识 共同 来 解决 。 所 以 学 习 理 论 力学 是 为 解决 工程 问题 打下 一 定 的 基础 。 

2. 理论 力学 是 研究 力学 中 最 普遍 、 最 基本 的 规律 。 很 多 工程 专业 的 课程 ， 
例如 材料 力学 ,机 械 原理 ,机 械 设计 、 结 构 力学 、 弹 塑性 力学 、 流 体力 学 、 飞 行 力 
学 ,振动 理论 .断裂 力学 以 及 许多 专业 课程 等 ,都 要 以 理论 力学 为 基础 ,所 以 理论 
力学 是 学 习 一 系列 后 续 课 程 的 重要 基础 。 

随 着 现代 科学 技术 的 发 展 ,力学 的 研究 内 容 已 渗入 到 其 他 科学 领域 ,例如 固 
体力 学 和 流体 力学 的 理论 被 用 来 研究 人 体内 骨髓 的 强度 ,血液 流动 的 规律 ,以 及 
植物 中 营养 的 输送 问题 等 ,形成 了 生物 力学 ;流体 力学 的 理论 被 用 来 研究 等 离子 
体 在 磁场 中 的 运动 ,形成 电磁 流体 力学 ;还 有 爆炸 力学 物理 力学 等 都 是 力学 和 
其 他 学 科 结 合 而 形成 的 边缘 科学 。 这 些 新 兴学 科 的 建立 都 必须 以 坚实 的 理论 力 
学 知识 为 基础 。 

3. 理论 力学 的 研究 方法 ,与 其 他 学 科 的 研究 方法 有 不 少 相同 之 处 ,因此 充 
分 理解 理论 力学 的 研究 方法 ,不 仅 可 以 深入 地 掌握 这 门 学 科 ,而 且 有 助 于 学 习 其 
他 科学 技术 理论 ,有 助 于 培养 辩证 唯物 主义 世界 观 ,培养 正确 的 分 析 问 题 和 解决 
问题 的 能 力 ,为 今后 解决 生产 实际 问题 ,从 事 科 学 研究 工作 打下 基础 。 
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更 力学 是 研究 物体 在 力 系 作 用 下 的 平衡 条 件 的 科学 。 

在 静 力 学 中 所 指 的 物体 都 是 刚体 。 所 谓 刚 体 是 指 物体 在 力 的 作用 下 ,其 内 
部 任意 两 点 之 间 的 距离 始终 保持 不 变 。 这 是 一 个 理想 化 的 力学 模型 。 

力 ,是 物体 间 相 互 的 机 械 作用 ,这 种 作用 全 物体 的 机 械 运 动 状态 发 生变 化 。 

力 系 ,是 指 作用 于 物体 上 的 一 群 力 。 

平衡 ,是 指 物体 相对 于 惯性 参考 系 ( 如 地 面 ) 保 持 静 止 或 作 匀 速 直 线 运动 。 

实践 表明 , 力 对 物体 的 作用 效果 决定 于 三 个 要 素 :(1) 力 的 大 小 ;(2) DH 
方向 ;(3) 力 的 作用 点 。 故 力 应 以 矢量 表示 ,本 书 中 用 黑体 字母 F 表示 力 和 失 量 ， 
而 用 普通 字母 下 表示 力 的 大 小 。 在 国际 单位 制 中 , 力 的 单位 是 N 或 kN。 

在 苦力 学 中 ,我 们 将 研究 以 下 三 个 问题 : 

1. 物体 的 受 力 分 析 

分 析 某 个 物体 共 受 几 个 力 ,以 及 每 个 力 的 作用 位 置 和 方向 。 

2. 力 系 的 等 效 替 换 { 或 简化 ) 

将 作用 在 物体 上 的 一 个 力 系 用 另 一 个 与 它 等 效 的 力 系 来 代替 ,这 两 个 力 系 
互 为 等 效力 系 。 如 果 用 一 个 简单 力 系 等 效 地 替换 一 个 复杂 力 系 , 则 称 为 力 系 的 
简化 。 如 果 某 力 系 与 一 个 力 等 效 , 则 此 力 称 为 该 力 系 的 合力 ,而 该 力 系 的 各 力 称 
为 此 力 的 分 力 。 

研究 力 系 等 效 替换 并 不 限于 分 析 静 力学 问题 ,也 是 为 动力 学 提供 基础 。 

3. 建立 各 种 力 系 的 平衡 条 件 

研究 作用 在 物体 上 的 各 种 力 系 所 需 满足 的 平衡 条 件 。 

工程 中 常见 的 力 系 , 按 其 作用 线 所 在 的 位 置 ,可 以 分 为 平面 力 系 和 空间 力 系 
两 大 类 ;又 可 以 按 其 作用 线 的 相互 关系 ,分 为 共 线 力 系 、 平 行 力 系 、 汇 交 力 系 和 任 
意 力 系 。 满 足 平衡 条 件 的 力 系 称 为 平衡 力 系 。 

力 系 的 平衡 条 件 在 工程 中 有 着 十 分 重要 的 意义 ,是 设计 结构 .构件 和 机 械 零 
件 时 静 力 计算 的 基础 。 因 此 , 静 力 学 在 工程 中 有 着 广泛 的 应 用 。 
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本 章 将 六 述 静 力 学 公理 ,并 介绍 工程 中 常见 的 约束 和 约束 力 的 分 析 及 物体 
的 受 力图 。 


§1-1 静 力学 公理 


公理 是 人 们 在 生活 和 生产 实践 中 长 期 积累 的 经 验 总 结 ,又 经 过 实践 反复 检 
验 , 被 确认 是 符合 客观 实际 的 最 普遍 、 最 一 般 的 规律 。 

公理 1 力 的 平行 四 边 形 法 则 

作用 在 物体 上 同一 点 的 两 个 力 ,可 以 合成 为 一 个 合力 。 合 力 的 作用 点 也 在 
该 点 ,合力 的 大 小 和 方向 ,由 这 两 个 力 为 边 构 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 确定 ,如 
图 1-1 所 示 。 或 者 说 ,合力 矢 等 于 这 两 个 力 矢 的 几何 和 , 即 

F, = F, + F, | (1-1) 

亦 可 另 作 一 力 三 角形 , 求 两 汇 交 力 合力 的 大 小 和 方向 ( 即 合力 矢 ) ,如 图 1- 
1b,c 所 示 。 

这 个 公理 是 复杂 力 系 简化 的 基础 。 


(a) o 


公理 2 二 力 平衡 条 件 
作用 在 刚体 上 的 两 个 力 (如 F, 与 F,) ,使 刚体 保持 平衡 的 必要 和 充分 条 件 
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是 :这 两 个 力 的 大 小 相等 ,方向 相反 , 且 作 用 在 同一 直线 上 。 
”这 个 公理 表明 了 作用 于 刚体 上 最 简单 力 系 平衡 时 所 必须 满足 的 条 件 。 

公理 3 加 减 平衡 力 系 原理 

在 已 知 力 系 上 加 上 或 碱 去 任意 的 平衡 力 系 ,并 不 改变 原 力 系 对 刚体 的 作用 。 

这 个 公理 是 研究 力 系 等 效 替 换 的 重要 依据 。 

根据 上 述 公理 可 以 导出 下 列 推理 

推理 1 力 的 可 传 性 

作用 于 刚体 上 基点 的 力 , 可 以 没 着 它 的 作用 线 移 到 刚体 肉 任意 -点 ,并 不 改 
变 该 力 对 刚体 的 作用 。 
征明 在 出 你 上 的 点 A 作用 力 ,如 图 1 -2a 所 示 。 根 据 加 减 平衡 力 系 原 
理 ,可 在 力 的 作用 线 上 任 取 一 点 电 , 并 加 上 两 个 相互 平衡 的 力 F, 和 F,, 使 F= 
Е,= 一 F ,如 图 1 一 2b 所 示 。 由 于 力 F fl F, 也 是 一 个 平衡 力 系 , 故 可 除去 ;这 
样 只 剩 下 一 个 力 F, ,如 图 1 一 2c, 即 原来 的 力 F 沿 其 作用 线 移 到 了 点 B。 


F, 


(a) (b) (с) 


由 此 可 见 , 对 于 刚体 来 说 , 力 的 作用 点 已 不 是 决定 力 的 作用 效应 的 要 素 , 它 
已 为 作用 线 所 代替 。 因此 ,作用 于 刚体 上 的 力 的 三 要 案 是 : 力 的 大 小 、 方 向 和 作 
用 线 。 

作用 于 刚体 上 的 力 可 以 沿 着 作用 线 移动 ,这 种 矢量 称 为 滑动 矢量 。 

推理 2 三 力 平衡 汇 交 定理 

作用 于 刚体 上 三 个 相互 平生 的 力 , 阁 其 中 两 个 力 的 作用 线 汇 交 于 一 点 , 则 此 
三 力 必 在 同一 平面 内 ,县 第 三 个 力 的 作用 线 通过 汇 交 点 。 

证 明 : 如 图 1-3 所 示 , 在 刚体 的 A ,B,C 三 点 上 ,分 别 作 用 三 个 相互 平衡 的 
力 Fi ,F,,F;。 根 据 力 的 可 传 性 ,将 力 F, 和 F, 移 到 汇 交 点 O, 然 后 根据 力 的 
平行 四 边 形 法 则 ,得 合力 Foo MH F, 应 与 Fi 平衡 。 由 于 两 个 力 平衡 必须 共 
线 , 所 以 力 F, 必定 与 力 F, 和 F, 共 面 , 且 通 过 力 F 与 F, 的 交点 O。 于 是 定 
理 得 证 。 
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公理 4 作用 和 反作用 定律 


作用 力 和 反作用 力 总 是 同时 存在 ,两 力 的 大 
小 相等 .方向 相反 , 沿 着 同一 直线 ,分 别 作 用 在 两 
个 相互 作用 的 物体 上 。 若 用 F 表示 作用 力 , 又 用 
下 "表示 反作用 力 , 则 

Е= - Е! 

这 个 公理 概括 了 物体 间 相 互 作 用 的 关系 , 表 
明 作 用 力 和 反作用 力 总 是 成 对 出 现 的 。 由 于 作用 图 1-3 
力 与 反作用 力 分 别 作用 在 两 个 物体 上 ,因此 ,不 能 视 作 平衡 力 系 。 

公理 5 刚 化 原理 

变形 体 在 某 一 力 系 作用 下 处 于 平衡 ,如 将 此 变形 体 刚 化 为 刚体 ,其 平衡 状态 
保持 不 变 。 

这 个 公理 提供 了 把 变形 体 看 作为 刚体 模型 的 条 件 。 如 图 1- 4 所 示 ,绳索 在 
等 值 \. 反 向 \ 共 线 的 两 个 拉力 作用 下 处 于 平衡 ,如 将 绳索 刚 化 成 刚体 ,其 平衡 状态 
保持 不 变 。 反 之 就 不 一 定 成 立 。 如 刚体 在 两 个 等 值 反 向 的 压力 作用 下 平衡 。 若 
将 它 换 成 绳索 就 不 能 平衡 了 。 


拉 


由 此 可 见 ,刚体 的 平衡 条 件 是 变形 体 平衡 的 必要 条 件 ,而 非 充 分 条 件 。 在 刚 
体 静 力学 的 基础 上 ,考虑 变形 体 的 特性 ,可 进一步 研究 变形 体 的 平衡 问题 。 

静 力 学 全 部 理论 都 可 以 由 上 述 五 个 公理 推 证 而 得 到 ,这 既 能 保证 理论 体系 
的 完整 和 严密 性 ,又 可 以 培养 读者 的 逻辑 思维 能 力 。 


§1-2 约束 和 约束 力 


有 些 物体 ,例如 :飞行 的 飞机 、 炮 弹 和 火箭 等 ,它们 在 空间 的 位 移 不 受 任何 限 
制 。 位 移 不 受 限 制 的 物体 称 为 自由 体 。 相 反 , 有 些 物体 在 空间 的 位 移 却 要 受到 
一 定 的 限制 。 如 机 车 受 铁轨 的 限制 ,只 能 沿 轨 道 运 动 ;电机 转子 受 轴承 的 限制 ， 
只 能 绕 轴线 转动 ; 重 物 由 钢 索 吊 住 ,不 能 下 落 等 。 位 移 受到 限制 的 物体 称 为 非 自 
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由 体 。 对 非 自 由 体 的 基 些 位 移 起 限制 作用 的 周围 物体 称 为 约束 。 例 如 ,铁轨 对 
于 机 车 ,轴承 对 于 电机 转子 , 钢 索 对 于 重 物 等 ,都 是 约束 。 

从 力学 角度 来 看 ,约束 对 物体 的 作用 ,实际 上 就 是 力 ,这 种 力 称 为 约束 力 , 因 
此 ,约束 力 的 方向 必 与 该 约束 所 能 够 阻碍 的 位 移 方向 相反 。 应 用 这 个 准则 ,可 以 
确定 约束 力 的 方向 或 作用 线 的 位 置 。 至 于 约束 力 的 大 小 则 是 未 知 的 。 在 静 力 学 
问题 中 ,约束 力 和 物体 受 的 其 他 已 知 力 ( 称 主动 力 ) 组 成 平衡 力 系 , 因 此 可 用 平衡 
条 件 求 出 未 知 的 约束 力 。 

下 面 介绍 几 种 在 工程 中 常见 的 约束 类 型 和 确定 约束 力 方向 的 方法 。 

1. 具有 光滑 接触 表面 的 约束 

例如 ,支持 物体 的 固定 面 (图 1 - 5а,Ь) 路 合 齿轮 的 齿 面 (图 1- 6) .机 床 中 
的 导轨 等 , 当 摩擦 忽略 不 计时 ,都 属于 这 类 约束 。 


© Gy 
@) w 


1—5 图 1-6 


切线 


这 类 约束 不 能 限制 物体 沿 约束 表面 切线 的 位 移 ,只 能 阻碍 物体 沿 接触 表面 
法 线 并 向 约束 内 部 的 位 移 。 因 此 ,光滑 支承 面 对 物 体 的 约束 力 ,作用 在 接触 点 
处 ,方向 沿 接触 表面 的 公法 线 , 并 指向 被 约束 的 物体 。 这 种 约束 力 称 为 法 向 约束 
力 , 通 常用 F. 表示 ,如 图 1 一 5 中 的 Fy, Fxc 和 图 1-6 中 的 Fs 等 。 

2. 由 柔软 的 绳索 .链条 或 胶带 等 构成 的 约束 

细 强 吊 住 重 物 ,如 图 1 - 7a 所 示 。 由 于 柔软 的 绳索 本 身 只 能 承受 拉力 ,所 以 
它 给 物体 的 约束 力也 只 可 能 是 拉力 (图 1-7b)。 因 此 ,绳索 对 物体 的 约束 力 ， 作 
用 在 接触 点 ,方向 沿 着 绳索 背离 物体 。 通 常用 ЕР, 表示 这 类 约束 力 。 

链条 或 胶带 也 都 只 能 承受 拉力 。 当 它们 绕 在 轮子 上 ,对 轮子 的 约束 力 沿 软 
缘 的 切线 方向 (图 1 - 8)。 
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Fy 


(a) (b) Fr 


图 1-7 图 1-8 


з. 光滑 镜 链 约束 

这 类 约束 有 向 心 轴 承 \ 贺 柱 形 匀 链 和 国定 贸 链 支 座 等 。 

(1) 向 心 轴承 ( 径 向 轴承 ) 

1 一 9a,b 所 示 为 轴承 装置 ,可 画 成 如 图 1 - Әс 所 示 的 简 图 。 轴 可 在 孔 内 
任意 转动 ,也 可 沿 孔 的 中 心 线 移动 ;但 是 ,轴承 阻碍 着 轴 沿 径 向 向 外 的 位 移 。 当 
轴 和 轴承 在 某 点 A 光滑 接触 时 ,轴承 对 轴 的 约束 力 Е, 作用 在 接触 点 A , 且 沿 公 
法 线 指向 轴 心 (图 1 -9a)。 


(с) 


但 是 , 随 着 轴 所 受 的 主动 力 不 同 , 轴 和 和 孔 的 接触 点 的 位 置 也 随 之 不 同 。 所 
以 ,当主 动力 尚未 确定 时 ,约束 力 的 方向 预先 不 能 确定 。 然而 ,无 论 约束 力 朝 向 
何方 , 它 的 作用 线 必 垂直 于 轴线 并 通过 轴 心 。 这 样 一 个 方向 不 能 预先 确定 的 约 
束 力 ,通常 可 用 通过 轴 心 的 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 Fy, F 来 表示 ,如 图 1 — 
9b Kc 所 示 , Fa ,Fw 的 指向 暂 可 任意 假定 。 

(2) BJ H: 82 62 An l z Bee Ж BE 

1~ 10а тях MRE, E E H ЮГЕ М ЭШ ИИ ЕЕ C 以 及 固定 
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ЖЕ А ABER MN. ИНФ ЕКЕ, 它 是 由 销 钉 C 将 两 个 钻 有 同样 
大 小 孔 的 构件 连接 在 一 起 而 成 (图 1 - 10b), 其 简 图 如 图 1 - 10а REC. ЖШ 
果 匀 链 连接 中 有 一 个 固定 在 地 面 或 机 架 上 作为 支 座 , 则 这 种 约束 称 为 固定 铵 链 支 
座 , 简 称 固定 铵 支 ,如 图 1- 10b 中 所 示 的 支 座 B。 其 简 图 如 图 1 - 10а 所 示 的 固 
EKETE A ЯП В 


Есу 
Е 
СОЕТ) Pra 


Fey, 
(4) 
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EDR RE C 处 的 约束 力 时 ,通常 把 销 钉 C 固 连 在 其 中 任意 一 个 构件 上 ， 
ШЕП Е; ДЕТ Пау, ШК, ИВЕ, ВИЕ БЕНЕТ У 
件 工 的 结合 ,实际 上 是 轴 与 光滑 孔 的 配合 问题 。 因 此 , 它 与 轴承 具有 同样 的 约束 
也 可 用 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 Fc ,Fe AFC. Fo, REAR, WA 1 – 10с 所 示 。 
其 中 Fc, = - Fe, , F<, = – F6 ,表明 它们 互 为 作用 与 反作用 关系 。 

同 理 , 把 销 钉 固 连 在 А,В ХЖ Е, WARK А,В ЕТ, ПЖ 
分 别 为 Fa ,Fw 与 Fa ,Fp, ,如 图 1 一 10c 所 示 。 

当 需 要 分 析 销 钉 C 的 受 力 时 , 才 把 销 钉 分 离 出 来 单独 研究 。 这 时 , 销 钉 C 
将 同时 受到 构件 I, ЕШ АА ЕН ЕШ ЛЬ ЖР Еш, = - Fa. Fa, = 
- Fa, ,为 构件 I SAS C 的 作用 与 反作用 力 ;又 Fw, = – Fle, Fo, = 
- Fo, , 则 为 构件 下 与 销 钉 C 的 作用 与 反作用 力 。 销 钉 C 所 受到 的 约束 力 如 图 
1—104 所 示 。 

当 将 销 钉 C 与 构件 工 固 连 为 一 体 时 , Fo, SFG, Fo, 5 Fo, 为 作用 在 同一 
刚体 上 的 成 对 的 平衡 力 , 可 以 消去 不 画 。 此 时 , 力 的 下 角 不 必 再 区 分 为 C1 和 
C2, RHE C 处 的 约束 力 仍 如 图 1- 10c 所 示 。 

ЖЕНО DMA RAMA RELE) ,它们 的 具体 结构 虽然 不 
同 , 但 构成 约束 的 性 质 是 相同 的 ,都 可 表示 为 光滑 贸 链 。 此 类 约束 的 特点 是 只 限 
制 两 物体 径 向 的 相对 移动 ,而 不 限制 两 物体 绕 铵 链 中 心 的 相对 转动 及 沿 轴 向 的 
位 移 。 

4. 其 他 约束 

(1) 滚动 支 座 

在 桥梁 ` 屋 架 等 结构 中 经 常 采用 滚动 支 座 约束 。 这 种 支 座 是 在 固定 铵 链 支 
座 与 光滑 支承 面 之 间 , 装 有 几 个 辊 轴 而 构成 ,又 称 辊 轴 支 座 , 如 图 1- lla 所 示 ， 
其 简 图 如 图 1 一 11b 所 示 。 它 可 以 沿 支承 面 移动 ,允许 由 于 温度 变化 而 引起 结构 
跨度 的 自由 伸 长 或 缩短 。 显 然 ,滚动 支 座 的 约束 性 质 与 光滑 面 约 束 相同 ,其 约束 
力 必 垂直 于 支承 面 , 且 通过 铵 链 中 心 HRA Е, 表示 其 法 向 约束 力 , 如 图 1 — 
11с 所 示 。 

(2) Ж 

通过 圆 球 和 球 壳 将 两 个 构件 连接 在 一 起 的 约束 称 为 球 铵 链 ,如 图 1 - 12a 所 
示 。 它 使 构件 的 球 心 不 能 有 任何 位 移 ,但 构件 可 绕 球 心 任意 转动 。 若 忽 赂 摩擦 ， 
其 约束 力 应 是 通过 接触 点 与 球 心 ,但 方向 不 能 预先 确定 的 一 个 空间 法 向 约束 力 ， 
可 用 三 个 正 交 分 力 F。, , F。, , Fa 表示 ,其 简 图 及 约束 力 如 图 1 - 12b 所 示 。 
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(b) 
1- 12 图 1- 13 
(3) 止 推 轴承 | 
止 推 轴承 与 径 向 轴承 不 同 , 它 除了 能 限制 轴 的 径 向 位 移 以 外 ,还 能 限制 轴 沿 
轴 向 的 位 移 。 因 此 , 它 比 径 向 轴承 多 一 个 沿 轴 向 的 约束 力 , 即 其 约束 力 有 三 个 正 
交 分 量 F. ,Fa ,Fa 。 止 推 轴承 的 简 图 及 其 约束 力 如 图 1-13 所 示 。 
以 上 只 介绍 了 几 种 简单 约束 ,在 工程 中 ,约束 的 类 型 远 不 止 这 些 , 有 的 约束 
比较 复杂 ,分 析 时 需要 加 以 简化 或 抽象 ,在 以 后 的 章节 中 ,再 作 介绍 。 
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在 工程 实际 中 ,为 了 求 出 未 知 的 约束 力 ,需要 根据 已 知 力 ,应 用 平衡 条 件 求 
解 。 为 此 ,首先 要 确定 构件 受 了 几 个 力 , 每 个 力 的 作用 位 置 和 力 的 作用 方向 ,这 
种 分 析 过 程 称 为 物体 的 受 力 分 析 。 

作用 在 物体 上 的 力 可 分 为 两 类 :一 类 是 主动 力 ,例如 :物体 的 重力 、 风 力气 
体 压力 等 ,一 般 是 已 知 的 ; 另 一 类 是 约束 对 于 物体 的 约束 力 ,为 未 知 的 被 动力 。 
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为 了 清晰 地 表示 物体 的 受 力 情况 ,我 们 把 需要 研究 的 物体 ( 称 为 受 力 体 ) 从 
周围 的 物体 ( 称 为 施 力 体 ) 中 分 离 出 来 ,单独 画 出 它 的 简 图 ,这 个 步骤 叫做 取 研 究 
对 象 或 取 分 离 体 。 然 后 把 施 力 物 体 对 研究 对 象 的 作用 力 (包括 主动 力 和 约束 力 ) 
全 部 画 出 来 。 这 种 表示 物体 受 力 的 简明 图 形 , 称 为 受 力 图 。 画 物体 受 力图 是 解 
决 静 力学 问题 的 一 个 重要 步 又。 

例 1-1 用 力 下 拉动 碾子 以 压 平 路 面 , 重 为 P 的 碾子 受到 一 石 块 的 阻碍 ,如 图 1 - 14а 
所 示 。 不 计 摩 擦 。 试 画 出 碾子 的 受 力图 。 


图 1-14 


R: (1) 取 碾 子 为 研究 对 象 ( 即 取 分 离 体 ) ,并 单独 画 出 其 简 图 。 

(2) 画 主动 力 。 有 地 球 的 引力 P 和 碾子 中 心 的 拉力 下。 

(3) BARA, BRE A 和 B 两 处 受到 石 块 和 地 面 的 光滑 约束 , 故 在 A 处 及 B 处 受 
石 块 与 地 面 的 法 向 反 力 Fv 和 Fws 的 作用 ,它们 都 沿 着 碾子 上 接触 点 的 公法 线 而 指向 圆心 。 

碾子 的 受 力 图 如 图 1 一 14b 所 示 。 

例 1~2 屋 架 如 图 1~15a 所 示 。A УНЕ БЕУ ЖЕ, В 处 为 滚动 支 座 , 搁 在 光滑 的 
水 平面 上 。 已 知 屋 架 自重 已 ,在 屋 架 的 AC 边 上 承受 了 垂直 于 它 的 均匀 分 布 的 风力 g(N/m) 。 
试 画 出 屋 架 的 受 力图 。 


图 1 一 15 


解 : (1) 取 屋 架 为 研究 对 象 , 除 去 约束 并 画 出 其 简 图 。 
(2) 画 主 动力 。 有 屋 架 的 重力 P 和 均 布 的 风力 qo 
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(3) 画 约 东 力 。 因 A 处 为 固定 铵 支 ,其 约束 力 可 用 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 Fa 和 Fa 
表示 。B 处 为 滚动 支 座 ,约束 力 垂直 向 上 ,用 Fe 表示。 

屋 架 的 受 力 图 如 图 1 -15b 所 示 。 

例 1-3 如 图 1-16a 所 示 , 水 平 梁 AB 用 斜 杆 CD 支撑 ,A,C,D 三 处 均 为 光滑 铵 链 连 
接 。 均 质 梁 重 P, ,其 上 放置 一 重 为 P, 的 电动 机 。 如 不 计 杆 CD 的 自重 , 试 分 别 画 出 杆 CD 
和 梁 AB( 包 括 电 动机 ) 的 受 力图 。 


图 1-16 


解 : (1) 先 分 析 斜 杆 CD 的 受 力 。 由 于 斜 杆 的 自重 不 计 , 根 据 光滑 匀 链 的 特性 , C, р 
AMARA ot BL HE С.р 的 中 心 ,方向 暂 不 确定 。 考 虑 到 杆 CD 只 在 Fc ,Fo 二 力作 用 
下 平衡 ,根据 二 力 平衡 公理 ,这 两 个 力 必 定 沿 同一 直线 , 且 等 值 . 反 向 。 由 此 可 确定 Е. AF, 
HARMED C 与 DD 的 连 线 , 由 经 验 判 断 ,此 处 杆 CD 受 压力 ,其 受 力图 如 图 1 — 
16b 所 示 。 一 般 情况 下 , Fc 与 Fo 的 指向 不 能 预先 判定 ,可 先 任意 假设 杆 受 拉力 或 压力 。 若 
根据 平衡 方程 求 得 的 力 为 正 值 ,说 明 原 假 设 力 的 指向 正确 ; 若 为 负 值 , 则 说 明 实 际 杆 受 力 与 原 
假设 指向 相反 。 

只 在 两 个 力作 用 下 平衡 的 构件 , 称 为 二 力 构件 ,简称 二 力 杆 。 它 所 受 的 两 个 力 必定 沿 两 
力作 用 点 的 连 线 , 且 等 值 . 反 向 。 二 力 杆 在 工程 实际 中 经 常 遇 到 ,有 时 也 把 它 作为 一 种 约束 ， 
如 图 1 一 11b。 

(2) RR AB( 包 括 电 动机 ) 为 研究 对 象 。 它 受 有 P, , P, АЕ ЕН. ЕЕРЕЕ 
刀 处 受 有 二 力 杆 CD 给 它 的 约束 力 Fs。 根 据 作 用 和 反作用 定律 ,Fs = - Fp. RE A 处 受 
固定 匀 支 给 它 的 约束 力 的 作用 ,由 于 方向 未 知 ,可 用 两 个 大 小 未 定 的 正 交 分 力 F. Е, 表 
示 。 

梁 AB 的 受 力 图 如 图 1- 16c 所 示 。 

例 1-4 如 图 1-17a т SHH HA ARERR. Kit ARR eH 
AC 上 作用 有 载荷 下 。 试 分 别 画 出 拱 AC 和 CB 的 受 力图 。 

М: (1) 先 分 析 拱 BC 的 受 力 。 由 于 拱 BC 自重 不 计 , 且 只 在 B,C 两 处 受到 铵 链 约 束 ， 
因此 拱 BC AAW. ТЕЙ PL B,C 处 分 别 受 Fe , Fo 两 力 的 作用 , 且 Fs = - 下 ,这 两 
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图 1 一 17 


个 力 的 方向 如 图 1- 17b 所 示 。 

(2) RH AC 为 研究 对 象 。 由 于 自重 不 计 , 因 此 主动 力 只 有 载荷 F. H АС ЖЖ ЕС 处 
受 有 拱 BC 给 它 的 约束 力 Fi ,根据 作用 和 反作用 定律 ,Fi = – Ес. RE A ЖЖ Еб 
给 它 的 约束 力 F。 的 作用 ,由 于 方向 未 定 , 可 用 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 Е AFRE. 

Ж AC 的 受 力 图 如 图 1 一 17c 所 示 。 

再 进一步 分 析 可 知 ,由 于 拱 AC # F,F¿ 及 F, 三 个 力作 用 下 平衡 , 故 可 根据 三 力 平衡 汇 
EH MERE A 处 约束 力 F, 的 方向 。 点 D 为 力 F AF. 作用 线 的 交点 , 当 拱 AC 平衡 
时 ,约束 力 F 的 作用 线 必 通过 点 D( 图 1 一 17d) ;至 于 F, 的 指向 ,暂且 假定 如 图 ,以 后 由 平衡 
条 件 确定 。 

请 读者 考虑 : 若 左右 两 拱 都 计 人 自重 时 ,各 受 力 图 有 何不 同 ? 

例 1-5 如 图 1-18a 所 示 , 梯 子 的 两 部 分 AB MAC 在 点 A RHE, ХЕ D , E 两 点 用 水 
平 绳 连接 。 梯 子 放 在 光滑 水 平面 上 , 若 其 自重 不 计 ,但 在 AB 的 中 点 五 处 作用 一 错 直 载荷 F。 
试 分 别 画 出 绳子 DE 和 梯子 的 AB,AC 部 分 以 及 整个 系统 的 受 力图 。 

Ж: (1) AF DE 的 受 力 分 析 。 强 子 两 端 D, E 分 别 受 到 梯子 对 它 的 拉力 Fo, F, 的 作 
用 (图 1 一 18b)。 

(2) 梯子 AB 部 分 的 受 力 分 析 。 它 在 Н ЖЕШ Е TE, ERE A 处 受 AC 部 分 给 
它 的 约 东 力 FA. 和 FF,。 在 点 D 受 绳子 对 它 的 拉力 FF ,Fb 是 Fo 的 反作用 力 。 在 点 B 受 光 
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滑 地 面 对 它 的 法 向 反 力 Fs 。 

梯子 AB 部 分 的 受 力图 如 图 1 - 18c 所 示 。 

(3) 梯子 AC MAN RZADH. HERE А Ж АВ 部 分 对 它 的 约束 力 Fh, 和 F%,, Fa M 
ЕЛЕЕ, ЖЕ, НЕНЬ. EA E 受 绳子 对 它 的 拉力 Fs ,Fs BF, 的 反作用 力 。 在 
C 处 受 光 滑 地 面 对 它 的 法 向 反 力 Feo 

梯子 AC 部 分 的 受 力图 如 图 1 18а 所 示 。 

(4) 整个 系统 的 受 力 分 析 。 当 选 整个 系统 为 研究 对 象 时 ,可 把 平衡 的 整个 结构 刚 化 为 刚 
Ж. HT RHE A 处 所 受 的 力 满足 FF, = Fa ,FA = -Fh ;绳子 与 梯子 连接 点 DME RS 
的 力也 分 别 满足 Fo = — Fr ,Fs = - Fz, 这些 力 都 成 对 地 作用 在 整个 系统 内 , 称 为 内 力 。 内 
力 对 系统 的 作用 效应 相互 抵消 ,因此 可 以 除去 ,并 不 影响 整个 系统 的 平衡 。 故 内 力 在 受 力图 
上 不 必 画 出 。 在 受 力 图 上 只 需 画 出 系统 以 外 的 物体 给 系统 的 作用 力 , 这 种 力 称 为 外 力 。 这 
里 ,载荷 F MARA F, Fo 都 是 作用 于 整个 系统 的 外 力 。 

整个 系统 的 受 力图 如 图 1-18e 所 示 。 

应 该 指出 ,内 力 与 外 力 的 区 分 不 是 绝对 的 。 例 如 , 当 我 们 把 梯子 的 AC 部 分 作为 研究 对 
象 时 , FA. , F4, 和 Fs 均 属 外 力 , 但 取 整 体 为 研究 对 象 时 ,F% Fa EF; 又 成 为 内 力 。 可 网, 内 
为 与 外 力 的 区 分 ,只 有 相对 于 某 一 确定 的 研究 对 象 才 有 意义 。 

正确 地 画 出 物体 的 受 力 图 ,是 分 析 .解决 力学 问题 的 基础 。 画 受 力 图 时 必须 
注意 如 下 几 点 : 

1. 必须 明确 研究 对 象 。 根 据 求 解 需要 ,可 以 取 单 个 物体 为 研究 对 象 ,也 可 
以 取 由 几 个 物体 组 成 的 系统 为 研究 对 象 。 不 同 的 研究 对 象 的 受 力图 是 不 同 的 。 

2. 正确 确定 研究 对 象 受 力 的 数目 。 由 于 力 是 物体 之 间 相 互 的 机 械 作用 , 因 
此 ,对 每 一 个 力 都 应 明确 它 是 哪 -- 个 施 力 物体 施加 给 研究 对 象 的 , 决 不 能 凭空 产 
生 。 同 时 ,也 不 可 漏 掉 一 个 力 。 一 般 可 先 画 已 知 的 主动 力 ,再 画 约束 力 ; 凡 是 研 
究 对 象 与 外 界 接 触 的 地 方 ,都 一 定 存在 约束 力 。 
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3. 正确 画 出 约束 力 。 一 个 物体 往往 同时 受到 几 个 约束 的 作用 ,这 时 应 分 别 
根据 每 个 约束 本 身 的 特性 来 确定 其 约束 力 的 方向 ,而 不 能 凭 主观 腾 测 。 

4. 当 分 析 两 物体 间 相 互 的 作用 力 时 ,应 遵循 作用 、 反 作用 关系 。 若 作用 力 
的 方向 一 经 假定 , 则 反作用 力 的 方向 应 与 之 相反 。 当 画 某 个 系统 的 受 力图 时 ,由 
于 内 力 成 对 出 现 , 组 成 平衡 力 系 ,因此 不 必 画 出 ,只 需 画 出 全 部 外 力 。 


小 结 


1. 静 力 学 是 研究 物体 在 力 系 作用 下 的 平衡 条 件 的 科学 。 

2. 静 力 学 公理 

公理 1 力 的 平行 四 边 形 法 则 。 

公理 2 二 力 平衡 条 件 。 

公理 3 ”加 减 平衡 力 系 原理 。 

公理 4 作用 和 反作用 定律 。 

公理 5 刚 化 原理 。 

3. 约束 和 约束 力 

限制 非 自由 体 某 些 位 移 的 周围 物体 , 称 为 约束 。 约 束 对 非 自 由 体 施加 的 力 
称 为 约束 力 。 约 束 力 的 方向 与 该 约束 所 能 阻碍 的 位 移 方 向 相反 。 

4. 物体 的 受 力 分 析 和 受 力 图 

画 物 体 受 力图 时 ,首先 要 明确 研究 对 象 ( 即 取 分 离 体 )。 物 体 受 的 力 分 为 主 
动力 和 约束 力 。 要 注意 分 清 内 力 与 外 力 ,在 受 力图 上 一 般 只 画 研 究 对 象 所 受 的 
外 力 ; 还 要 注意 作用 力 与 反作用 力 之 间 的 相互 关系 。 


思 = а 


1-1 说 明 下 列 式 子 的 意义 和 区 别 ; 

(1) Е, = Е, (2) F, =F,, (3) AF, 等 效 于 力 F,。 

1-2 为 什么 说 二 力 平衡 条 件 、 加 减 平衡 力 系 原理 和 力 的 可 传 性 等 都 只 能 适用 于 刚体 ? 

1-3 试 区 别 Fs = F, + F, fll F, = F, + F, 两 个 等 式 代表 的 意义。 

1-4 什么 叫 二 力 构件 ? 分 析 二 力 构件 受 力 时 与 构件 的 形状 有 无 关系 。 

1-5 图 1-19~ 图 1-24 中 各 物体 的 受 力图 是 否 有 错误 ?如 何 改正 ? 

1-6 车 将 例 1- 4( 图 1-17a) 中 的 载荷 F {ЕШР C 处 。(1) ROR RHE GH 
拱 及 销 C 的 受 力图 ;(2) 若 销 钉 C 属于 AC ,分 别 画 出 左 , 右 两 拱 的 受 力图 ;(3) 车 销 钉 СЩ 
于 BC, 分 别 画 出 左 、 右 两 拱 的 受 力图 。 


图 1-19 Ё 1-20 


20 Ж-Ж ” 静 力 学 公理 和 物体 的 受 力 分 析 


1-1 ШНГЕН УЖ A,ABC 或 构件 AB, AC 的 受 力图 。 未 画 重 力 的 各 物体 的 
自重 不 计 , 所 有 接触 处 均 为 光滑 接触 。 


(b) 


(a) 


F 
< z 


(i) Gi) (k) 
Mi-1 
1-2 画 出 下 列 每 个 标注 字符 的 物体 的 受 力图 。 题 图 中 未 画 重 力 的 各 物体 的 自重 不 计 ， 


所 有 接触 处 均 为 光滑 接触 。 
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(m) 


第 二 章 平面 汇 交 力 系 与 平面 力 偶 系 


平面 汇 交 力 系 与 平面 力 偶 系 是 两 种 简单 力 系 ,是 研究 复杂 力 系 的 基础 。 
本 章 将 分 别 用 几何 法 与 解析 法 研究 平面 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 问题 ,同时 介绍 
力 偶 的 特性 及 平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 问题 。 


§2-1 平面 汇 交 力 系 合成 与 平衡 的 几何 法 


平面 汇 交 力 系 是 指 各 力 的 作用 线 都 在 同一 平面 内 且 汇 交 于 一 点 的 力 系 。 

1. 平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 、 力 多 边 形 法 则 

设 一 刚体 受到 平面 汇 交 力 系 Е,,Е,,Е,,Е, 的 作用 ,各 力作 用 线 汇 交 于 点 
A ,根据 刚体 内 部 力 的 可 传 性 ,可 将 各 力 沿 其 作用 线 移 至 汇 交点 A ,如 图 2- la 
所 示 。 
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为 合成 此 力 系 ,可 根据 力 的 平行 四 边 形 法 则 ,逐步 两 两 合成 各 力 ,最 后 求 得 
一 个 通过 汇 交点 A 的 合力 Fa; 还 可 以 用 更 简便 的 方法 求 此 合力 Fp 的 大 小 与 方 
向 。 任 取 一 点 a 将 各 分 力 的 矢量 依次 首尾 相连 ,由 此 组 成 一 个 不 封闭 的 力 多 边 


Ж abcde ,如 图 2 一 1b 所 示 。 此 图 中 的 虚线 ac 矢 (Fan HAF, 与 F, 的 合力 矢 ， 


又 虚线 a4 矢 (Fi ) 为 力 Fy F, 的 合力 矢 ,在 作 力 多 边 形 时 不 必 画 出 。 
根据 矢量 相 加 的 交换 律 ,任意 变换 各 分 力 矢 的 作 图 次 序 ,可 得 形状 不 同 的 力 


多 边 形 ,但 其 合力 和 撩 ae 仍 然 不 变 ,如 图 2~1c 所 示 。 封 闭 边 矢量 万 仅 表示 此 平面 
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汇 交 力 系 合力 F, 的 大 小 与 方向 ( 即 合力 矢 ) ,而 合力 的 作用 线 仍 应 通过 原 汇 交 
点 A ,如 图 2- 1а R Fro 

总 之 ,平面 汇 交 力 系 可 简化 为 一 合力 ,其 合力 的 大 小 与 方向 等 于 各 分 力 的 矢 
量 和 (几何 和 ) ,合力 的 作用 线 通 过 汇 交 点 。 设 平面 汇 交 力 系 包含 п 个 力 , 以 F. 
表示 它们 的 合力 和 撩 , 则 有 


F,=F,+F, ++ F, = > Е, (2-1) 


合力 Fe 对 刚体 的 作用 与 原 力 系 对 该 刚体 的 作用 等 效 。 如 果 一 力 与 某 一 力 
系 等 效 , 则 此 力 称 为 该 力 系 的 合力 。 
如 力 系 中 各 力 的 作用 线 都 沿 同一 直线 , 则 此 力 系 称 为 共 线 力 系 , 它 是 平面 汇 
交 力 系 的 特殊 情况 , 它 的 力 多 边 形 在 同一 直线 上 。 若 沿 直线 的 某 一 指向 为 正 , 相 
反 为 负 , 则 力 系 合力 的 大 小 与 方向 决定 于 各 分 力 的 代数 和 , 即 
Ек= >) F, (2-2) 


2. 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 _ 
由 于 平面 汇 交 力 系 可 用 其 合力 来 代替 ,显然 ,平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充 
分 条 件 是 :该 力 系 的 合力 等 于 零 。 即 


SI F, =0 (2-3) 


i=l 

在 平衡 情形 下 , 力 多 边 形 中 最 后 一 力 的 终点 与 第 一 力 的 起 点 重合 ,此 时 的 力 
多 边 形 称 为 封闭 的 力 多 边 形 。 于 是 ,平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 :该 
力 系 的 力 多 边 形 自行 封闭 ,这 是 平衡 的 几何 条 件 。 

求解 平面 汇 交 力 系 的 平衡 问题 时 可 用 图 解法 , 即 按 比 例 先 画 出 封闭 的 力 多 
WE ,然后 , 量 得 所 要 求 的 未 知 量 ;也 可 根据 图 形 的 几何 关系 ,用 三 角 公式 计算 出 
所 要 求 的 未 知 量 ,这 种 解 题 方 法 称 为 几何 法 。 

例 2-1 支架 的 横梁 AB SRE DC RIL HEC MRE FHS UR A.D 连接 于 铝 
直 墙 上 。 如 图 2- 2a 所 示 。 已 知 AC = CB; 杆 DC 与 水 平 线 成 45" 角 ;载荷 下 = 10 kN ,作用 于 
中 处 。 设 梁 和 杆 的 重量 忽略 不 计 , 求 铵 链 A 的 约束 力 和 杆 DC 所 受 的 力 。 

М: 选取 横梁 AB 为 研究 对 象 。 横 梁 在 В 处 受 载荷 焉 作用。PDC 为 二 力 杆 , 它 对 横梁 
C 处 的 约束 力 Fc 的 作用 线 必 沿 两 镜 链 D СОЮ, BREA 的 约束 力 F。 的 作用 线 可 
根据 三 力 平衡 汇 交 定 理 确定 , 即 通过 另 两 力 的 交点 Е „ШЕ 2 一 2b 所 示 。 

根据 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 ,这 三 个 力 应 组 成 一 封闭 的 力 三 角形 。 按 照 图 中 力 的 
KBR sid Bob = FA a 作 直线 平行 于 AE, 由 点 b 作 直线 平行 CE ,这 两 直 
线 相 交 于 点 d ,如 图 2- 2c。 由 力 三 角形 abd 封闭 ,可 确定 F AF, 的 指向 。 

在 力 三 角形 中 ,线段 ba 和 da 分 别 表示 力 Fc。 AF, 的 大 小 , 量 出 它们 的 长 度 , 按 比例 换 
算 即 可 求 得 Fc 与 F, 的 大 小 。 但 一 般 都 是 利用 三 角 公 式 计 算 , 在 图 2-2(b),(c) 中 ,通过 简 
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(e) (d) 


(a) 


у es | 
0 5 10 
ШИЛ (单位 为 N) 


单 的 三 角 计 算 可 得 
Fo=28.3kN Е, =22.4 kN 

根据 作用 力 和 反作用 力 的 关系 ， 作用 于 杆 DC 的 C 端的 力 Fe SF. 的 大 小 相等 ,方向 相 
反 。 由 此 可 知 杆 DC 受 压 力 ,如 图 2- 2b 所 示 。 

应 该 指出 ,封闭 力 三 角形 也 可 以 如 图 2 — 2d 所 示 ,同样 可 求 得 力 Е. AF, , 且 结 果 相 同 。 

通过 以 上 例题 ,可 总 结 几 何 法 解 题 的 主要 步骤 如 下 : 

(1) 选取 研究 对 象 。 根 据 题 意 ,选取 适当 的 平衡 物体 作为 研究 对 象 , 并 画 出 
简 图 。 

(2) 画 受 力图 。 在 研究 对 象 上 , 画 出 它 所 受 的 全 部 已 知 力 和 未 知 力 (包括 约 
R71). 

(3) 作 力 多 边 形 或 力 三 角形 。 选 择 适当 的 比例 尺 ,作出 该 力 系 的 封闭 力 多 
边 形 或 封闭 力 三 角形 。 必 须 注意 , 作 图 时 总 是 从 已 知 力 开始 。 根据 矢 序 规则 和 
封闭 特点 ,就 可 以 确定 未 知 力 的 指向 。 

(4) 求 出 未 知 量 。 按 比例 确定 未 知 量 ,或 者 用 三 角 公式 计算 出 来 。 


$2-2 平面 汇 交 力 系 合成 与 平衡 的 解析 法 


1. 平面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 
Rin 个 力 组 成 的 平面 汇 交 力 系 作用 于 一 个 刚体 上 ,建立 直角 坐标 系 
Оху, 10 2- За 所 示 。 kauli F, 的 解析 表达 式 为 
= Fx, t Fa, = F,i + Fj (2-4) 
RF, F,, F, HEJ Fp к. х,у 轴 上 的 投影 。( 图 2 -3b) 有 
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F, = Frcos 0,F,= Facos В (2-5) 


根据 合 矢量 投影 定理 : 合 矢量 在 某 一 轴 上 的 投影 等 于 各 分 矢量 在 同一 轴 上 投影 
的 代数 和 ,将 式 (2-1) 向 zx,y 轴 投影 ,可 得 


F, = Fa + Е„ + + F,, = DF 
isl (2 - 6) 


F, = Fy + Fy + = + Fy, = >F, 


i=l 
其 中 Fa Е, „Fa FE 和 下 ,分 别 为 各 分 力 在 z Aly 轴 上 的 投影 。 
合力 矢 的 大 小 和 方向 余 藤 为 
Ек 5V F: + F, =V ZF, + (SF) 
cosl Fy vi) = ра SE" cos Pa j) = pe ee (2-7) 
fl 2-2 CA: F, = 200 N, F, = 300 N, F, = 100 N, F, = 250 М,Ж 2-4 所 示 平 面 汇 
交 力 系 的 合力 。 
解 : 根据 式 (2-6) 和 (2-7) 计 算 。 


Dy Fs = Ficos 30° ~ Е, соѕ 60° — Fycos 45° + F,cos 45° = 129.3 N 


> Fx = Ficos 60° + Е, соз 30° — F,cos 45° — Е, соз 45° = 112.3 N 


i=l 
Fa=V ЕК, + Е, = / (ZF, ) + COF,) = (129.32 + 112.314 = 171.3 N 


NF ХЕ. _129.3_ 
cos(Fa,i)= р= = Se = 3 0.754 8 


ШАЉЕ 与 х,у 轴 夹 角 分 别 为 
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(Fk,i)=40.99°, (Fk ,j)=49.01° 
合力 Е, 的 作用 线 通过 汇 交 点 O. 
2. 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 
由 $2-1 知 ,平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 
是 :该 力 系 的 合力 Fs 等 于 零 。 由 式 (2-7) 应 有 
Ек = V (>F,,)° + (UF, )’ =0 
和 欲 使 上 式 成 立 ,必须 同时 满足 
УЕ, =0, УЕ, =0 (2-8) 
==, е2) I И BE ЖЕ} AEE: ë J HE 
TBE BY а е 式 (2 -8) 称 为 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 
(为 便于 书写 ,下 标 i 可 略 去 )。 这 是 两 个 独立 的 方程 ,可 以 求解 两 个 未 知 量 。 
下 面 举例 说 明 平 面 汇 交 力 系 平衡 方程 的 实际 应 用 。 
例 2-3 如 图 2- Sa 所 示 , 重 力 已 =20 kN, 用 钢丝 绳 挂 在 铵 车 D 及 滑轮 B Le A,B,C 


处 为 光滑 铵 链 连 接 。 钢 丝 绳 . 杆 和 滑轮 的 自 重 不 计 , 并 忽略 摩擦 和 滑轮 的 大 小 , 试 求 平衡 时 杆 
AB 和 BC 所 受 的 力 。 


2-4 


8: (1) 取 研 究 对 象 。 由 于 4B ,BC 两 杆 都 是 二 力 杆 ,假设 杆 AB 受 拉力 , 杆 BC RE 
力 , 如 图 2-Sb 所 示 。 为 了 求 出 这 两 个 未 知 力 , 可 求 两 杆 对 滑轮 的 约束 力 。 因此 选取 滑轮 B 
为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 。 滑 轮 受到 钢丝 绳 的 拉力 F, 和 F, (Ë Hl F, = Е, = Р). ШЖ АВ 和 BC 
对 滑轮 的 约束 力 为 Fa M Frac 。 由 于 滑轮 的 大 小 可 忽略 不 计 , 故 这 些 力 可 看 作 是 汇 交 力 系 , 如 
2 一 5c 所 示 。 

(3) 列 平衡 方程 。 选 取 坐 标 轴 如 图 2 5с 所 示 ,坐标 轴 应 尽量 取 在 与 末 知 力作 用 线 相 垂 


82-3 平面 力 对 点 之 矩 的 概念 及 计算 27 


直 的 方向 。 这 样 在 一 个 平衡 方程 中 只 有 一 个 未 知 数 ,不 必 解 联 立 方程 , 即 
ZF,=0, -Fp + Ficos60°—F,cos 30° = 0 (a) 
УЕ, =0, Fpc— F,cos 30°— F,cos 60°=0 (b) 
(4) 求解 方程 ,得 
Fy, = ~ 0.366Р = -7.321 kN 
Ерс =1.366Р = 27.32 kN 
MRAR, Fe 为 正 值 ,表示 这 力 的 假设 方向 与 实际 方向 相同 , 即 杆 BC Е. F, 为 负 
值 ,表示 这 力 的 假设 方向 与 实际 方向 相反 , 即 杆 AB 也 受 压力 。 
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力 对 刚体 的 作用 效应 使 刚体 的 运动 状态 发 生 改 变 ( 包 括 移 动 与 转动 ), 其 中 
力 对 刚体 的 移动 效应 可 用 力 矢 来 度量 ;而 力 对 刚体 的 转动 效应 可 用 力 对 点 的 和 矩 
(简称 力矩 ) 来 度量 , 即 力矩 是 度量 力 对 刚体 转动 效应 的 物理 量 。 

1. 力 对 点 之 矩 ( 力 矩 ) 

如 图 2 一 6 所 示 , 力 FF 与 点 O 位 于 同一 平面 内 ,点 O 称 为 矩 心 ,点 O 到 力 
的 作用 线 的 垂直 距离 h RAR EF RAE? AA OOF 

力 对 点 之 矩 是 一 个 代数 量 , 它 的 绝对 值 等 于 力 的 大 小 与 力 臂 的 乘积 , 它 的 正 
负 可 按 下 法 确定 ; 力 使 物体 绕 矩 心 逆 时 针 转 向 时 为 正 , 反 之 为 负 。 

力 下 对 于 点 O ЖИ MCF) RA, Вр 

Mo(F)= + Fh= +2А ов (2-9) 

其 中 A。ons 为 三 角形 ОАВ 的 面积 ,如 图 2-6 所 示 。 


显然 , 当 力 的 作用 线 通 过 和 抢 心 , 即 力 臂 等 于 零 时 , 它 对 和 矩 心 的 力 抢 等于零。 
力矩 的 单位 常用 Nm E КМ: та, 
2. 合力 矩 定理 与 力矩 的 解析 表达 式 


合力 和 抢 定 理 : 平 面 汇 交 力 系 的 合力 对 于 平面 内 任 一 点 之 矩 等 于 所 有 各 分 力 
对 于 该 点 之 矩 的 代数 和 。 即 
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Mo( Fr) = У) Mo(F,) (2-10) 


按 力 系 等 效 概念 ,上 式 易于 理解 ARQ- 10) 应 适用 于 任何 有 合力 存在 的 
力 系 。 

如 图 2-7 所 示 , 已 知 力 FF, 作用 点 4A(z,y) 及 其 夹 角 GO. BORA FMB 
原点 O 之 抢 ,可 按 式 (2- 10) ,通过 其 分 力 F. УЕ, 对 点 O 之 矩 而 得 到 , 即 

М,(Е) = М,(Е,) + Mo (F, ) = zFsin 0 — yFcos 0 
或 
Mo (F) = zF, - yF, (2-11) 

上 式 为 平面 内 力矩 的 解析 表达 式 。 其 中 ,zx,y 为 力 F 作用 点 的 坐标 ; Е, Е, 为 
JF ЗЕ х,у 轴 的 投影 。 计 算 时 应 注意 用 它们 的 代数 量 代 入 。 

若 将 式 (2- 11) 代 人 式 (2- 10), 即 可 得 合力 y 
F, 对 坐标 原点 之 矩 的 解析 表达 式 B 


Mo( Fr) = 5 (=F, ~ уЕ.) (2-12) 


例 2-4 如 图 2-8a 所 示 圆 柱 直 齿 轮 ,受到 嘴 合 力 下 ^ 
的 作用 。 设 下 =1 400 N. EAM 96=20" ,齿轮 的 节 圆 (路 合 О 
I) EB >= 60 mm, 试 计算 力 严 对 于 轴 心 O 的 力矩。 

M: 计算 力 下 对 点 O HE, THERA RHE URS 
(图 2- 8a) , 即 


Мо СЕ) = F+h = Frcos 0 =1 400 N-60 x 10 `3m:cos 20° =78.93 Nem 
也 可 以 根据 合力 矩 定理 ,将 力 F ЯЗЫ ЖЛ) F. 和 径 向 力 下 (图 2-8b), 由 于 径 向 力 F, 38 
PE DO, WJ 
Mo (F) = Mo(F,) + Mo(F,) = Mo (F, ) = Fcos Orr 
由 此 可 见 , 以 上 两 种 方法 的 计算 结果 相同 。 


w tm... asa. — 一 
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§2-4 平面 力 偶 


1. 2185218 

实践 中 ,我 们 常常 见 到 汽车 司机 用 双手 转动 驾驶 盘 (图 2 — 9a) .电动 机 的 定 
子 磁场 对 转子 作用 电磁 力 使 之 旋转 (图 2 - 9b)、 钳 工 用 丝锥 攻 螺 纹 等 。 在 驾驶 
盘 、. 电 机 转子 .丝锥 等 物体 上 ,都 作用 了 成 对 的 等 值 ` 反 向 且 不 共 线 的 平行 力 。 等 
值 反 向 平行 力 的 矢量 和 显然 等 于 零 , 但 是 由 于 它们 不 共 线 而 不 能 相互 平衡 ,它们 
能 使 物体 改变 转动 状态 。 这 种 由 两 个 大 小 相等 ,方向 相反 且 不 共 线 的 平行 力 组 
成 的 力 系 , 称 为 力 偶 , 如 图 2- 10 所 示 , 记 作 (F,F )。 力 偶 的 两 力 之 交 的 垂直 距 
离 d 称 为 力 偶 警 , 力 偶 所 在 的 平面 称 为 力 偶 的 作用 面 。 


图 2-9 图 2-10 


由 于 力 偶 不 能 合成 为 一 个 力 , 故 力 偶 也 不 能 用 一 个 力 来 平衡 。 因 此 , 力 和 力 
偶 是 静 力 学 的 两 个 基本 要 素 。 

力 偶 是 由 两 个 力 组 成 的 特殊 力 系 , 它 的 作用 只 改变 物体 的 转动 状态 。 因 此 ， 
力 偶 对 物体 的 转动 效应 ,可 用 力 偶 矩 来 度量 ,而 力 偶 矩 的 大 小 为 力 偶 中 的 两 个 力 
对 其 作用 面 内 某 点 的 矩 的 代数 和 ,其 值 等 于 力 与 力 偶 璧 的 乘积 即 Fd ,与 矩 心 位 
置 无 关 。 

力 偶 在 平面 内 的 转向 不 同 ,其 作用 效应 也 不 相同 。 因 此 ,平面 力 偶 对 物体 的 
作用 效应 ,由 以 下 两 个 因素 决定 : 

(1) 力 偶 矩 的 大 小 ; 

(2) 力 偶 在 作用 面 内 的 转向 。 
因此 ,平面 力 偶 矩 可 视 为 代数 量 ,以 M RMF, FRR, 

M= + Fd =2A.Anc (2-13) 

于 是 可 得 结论 : 力 偶 矩 是 一 个 代数 量 , 其 绝对 值 等 于 力 的 大 小 与 力 偶 辟 的 乘积 ， 
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正 负 号 表示 力 偶 的 转向 :一 般 以 逆 时 针 转 向 为 正 ,反之 则 为 负 。 力 偶 和 矩 的 单位 与 
力矩 相同 ,也 是 N'm。 力 偶 矩 也 可 用 三 角形 面积 表示 (图 2- 10)。 

2. 同 平面 内 力 偶 的 等 效 定 理 

由 于 力 偶 的 作用 只 改变 物体 的 转动 状态 ,而 力 偶 对 物体 的 转动 效应 是 用 力 
偶 矩 来 度量 的 ,因此 可 得 如 下 的 定理 。 

定理 :在 同 平 面 内 的 两 个 力 偶 ,如 果 力 偶 矩 相等 , 则 两 力 偶 彼 此 等 效 。 

该 定理 给 出 了 在 同一 平面 内 力 偶 等 效 的 条 件 。 由 此 可 得 推论 : 

(1) 任 一 力 偶 可 以 在 它 的 作用 面 内 任意 移 转 ,而 不 改变 它 对 刚体 的 作用 。 
因此 , 力 偶 对 刚体 的 作用 与 力 偶 在 其 作用 面 内 的 位 置 无 关 。 

(2) 只 要 保持 力 偶 矩 的 大 小 和 力 侦 的 转向 不 变 , 可 以 同时 改变 力 偶 中 力 的 
大 小 和 力 偶 璧 的 长 短 , 而 不 改变 力 偶 对 刚体 的 作用 。 

由 此 可 见 , 力 偶 的 臂 和 力 的 大 小 都 不 是 力 偶 的 特征 量 , 只 有 力 偶 矩 是 平面 力 
偶 作 用 的 唯一 量度 。 今 后 常用 图 2 一 11 所 示 的 符号 表示 力 偶 。M 为 力 偶 和 矩 。 


122-2 


2—11 


3. 平面 力 偶 系 的 合成 和 平衡 条 件 

(1) 平面 力 偶 系 的 合成 

设 在 同一 平面 内 有 两 个 力 偶 (下 , FACE, ,Е;) ,它们 的 力 偶 臂 各 为 di 和 
а, ,如 图 2- 12а 所 示 。 这 两 个 力 偶 的 矩 分 别 为 M. 和 M, , 求 它们 的 合成 结果 。 
为 此 ,在 保持 力 偶 矩 不 变 的 情况 下 ,同时 改变 这 两 个 力 偶 的 力 的 大 小 和 力 偶 臂 的 
KH ,使 它们 具有 相同 的 臂 长 4 ,并 将 它们 在 平面 内 移 转 ,使 力 的 作用 线 重合 ,如 
图 2- 12b 所 示 。 于 是 得 到 与 原 力 偶 等 效 的 两 个 新 力 个 ( 下 , FMC, F). 
Вр. 

M,=F,d, = F,d, M, = - F,d, = — Е,а 
分 别 将 作用 在 点 A 和 B 的 力 合成 ( 设 F,> F.) ,得 
F=F,-F, F'= F, - F, 
由 于 PSF RASH, ИТ УЕ аА (Е, Е), Ш 2- 
12с 所 示 ,以 M 表示 合力 偶 的 矩 ,得 
M = Fd=(F,~- F,)d = F,d-F,d=M,+M, 
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(a) (b) (с) 


2-12 


如 果 有 两 个 以 上 的 平面 力 偶 , 可 以 按照 上 述 方法 合成 。 即 在 同 平面 内 的 任 


м= уум, (2-14) 


(2) 平面 力 偶 系 的 平衡 条 件 
由 合成 结果 可 知 , 力 偶 系 平衡 时 ,其 合力 偶 的 矩 等 于 零 。 因 此 ,平面 力 偶 系 
平衡 的 必要 和 充分 条件 是 :所 有 各 力 侦 算 的 代数 和 和 等于零, 即 


>) M,=0 (2-15) 

012-5 如 图 2-13 所 示 的 工件 上 作用 有 三 个 力 偶 。 三 个 力 偶 的 矩 分 别 为 ; M = М, 
=10 №, М, = 20 N'm; 固 定 螺 柱 A ЯВ 的 距离 /= 200 mm。 求 两 个 光滑 螺 柱 所 受 的 水 平 
力 。 

R: 选 工件 为 研究 对 象 。 工 件 在 水 平面 内 受 三 个 力 偶 和 两 个 螺 柱 的 水 平 约束 力 的 作 
用 。 根 据 力 偶 系 的 合成 定理 ,三 个 力 偶合 成 后 仍 为 一 力 偶 , 如 果 工 件 平衡 , 必 有 一 反 力 偶 与 它 
相 平 衡 。 因 此 螺 柱 A ЯВ 的 水 平 约束 力 FA 和 Fs 必 组 成 一 力 偶 ,它们 的 方向 假设 如 图 2 - 
13 所 示 , 则 F, = Fs。 由 力 偶 系 的 平衡 条 件 知 

УМ=0, F,l-M,-M,—-M,=0 
得 
_ M, + M; + M; 


F, 7 
代 人 已 给 数值 


_ (10+ 10+20)N-m 
200x10 Im 


因为 F, 是 正 值 , 故 所 假设 的 方向 是 正确 的 ,而 螺 柱 А,В HAWS F. , F, 大 小 相等 ， 
方向 相反 。 

例 2-6 图 2-14a 所 示 机 构 的 自重 不 计 。 圆 轮 上 的 销 子 A 放 在 摇 杆 BC LAOH Si 
内 。 圆 轮 上 作用 一 力 偶 , 其 力 偶 矩 为 M, =2 kN.m,O4=r=0.5 m。 图 示 位 置 时 OA 与 OB 
垂直 ,0= 30", 且 系统 平衡 。 求 作用 于 播 杆 BC 上 力 偶 的 矩 M, RR O ,B 处 的 约束 力 。 


FA =200 N 
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М: 先 取 圆 轮 为 研究 对 象 ,其 上 受 有 怎 为 M HARK p 
光滑 导 槽 对 销 子 A 的 作用 力 F ЕБЕ O 处 约束 力 Fo 的 作 
用 。 由 于 力 偶 必须 由 力 偶 来 平衡 ,因而 Fo SF, 必定 组 成 一 
力 偶 , 力 偶 矩 方向 与 M 相反 ,由 此 定 出 F 与 Fo 的 指向 如 图 
2- 14b。 由 力 偶 平 衡 条 件 
2M=0, М, - Farsin 0=0 


解 得 
-M 
А rsin 30° 
再 以 摇 杆 BC 为 研究 对 象 , 其 上 作用 有 和 拖 为 М, УЕА 
AF’, УЕ, ARF, 与 Fs 必 组 成 力 偶 , 如 图 2 - 14c 所 示 。 图 2- 13 


(a) Ер 


由 平衡 条 件 
УМ =0, -M;+F', 220 (b) 
其 中 Е, = FA 。 将 式 (a) 代 和 人 式 (b) ,得 
M,=4M, =8 kN-m 
Fo SF, 组 成 力 偶 ,Fa УЕ, 组 成 力 偶 , 则 有 


方向 如 图 2- 14b,c 所 示 。 
小 结 


1. 平面 汇 交 力 系 的 合力 
(1) 几何 法 :根据 力 多 边 形 法 则 ,合力 矢 为 
F, = DF, 
合力 作用 线 通过 汇 交 点 。 


owner tamer URDEI ER E a: O ср НАРАДИ ААА ао os =a s с „е a 
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(2) 解析 法 :合力 的 解析 表达 式 为 
Е. = ХЕ і + МЕ, 
Fe = (СЕ) + СЕ)? 
0) =”, 
2. 平面 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 
(1) 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 
F. = УЕ, = 0 
(2) 平衡 的 几何 条 件 :平面 汇 交 力 系 的 力 多 边 形 自行 封闭 。 
(3) 平衡 的 解析 条 件 ( 平 衡 方 程 ) ; 
DF,=0, 2>F,=0 : 
3. 平面 内 的 力 对 点 O 之 矩 是 代数 量 1020 Mo(F) 
Mo(F) = + Fh = +2А до 
ЯН РЕЈА Е, ROW. 
或 Mo (F) = F,- yF, 
4. AA 855 
JÜ H 08 ‚Бе КА ЕТЕК. AGRA 
力 ,也 不 能 用 一 个 力 来 平衡 。 
平面 力 偶 对 物体 的 作用 效应 决定 于 力 偶 矩 M 的 大 小 和 转向 , 即 
М = + Fd 
式 中 正 负 叶 表 示 力 偶 的 转向 ,一 般 以 道 时 针 转 向 为 正 , 反 之 为 负 。 
力 偶 对 平面 内 任 一 点 的 矩 等 于 力 偶 矩 , 力 偶 矩 与 矩 心 的 位 置 无 关 。 
5. 同 平面 内 力 偶 的 等 效 定 理 : 在 同 平面 内 的 两 个 力 偶 ,如 果 力 偶 矩 相等 , 则 
彼此 等 效 。 力 偶 矩 是 平面 力 偶 作 用 的 唯 -度量 。 
6. 平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 
SABES TA HARBOE M = SoM, 
平面 力 偶 系 的 平衡 条 件 为 


>F, 
cos( Fx ,j)= F = 
R 


УМ, =0 


思 考题 


2-1 图 2~15 所 示 两 个 力 三 角形 中 三 个 力 的 关系 是 否 一 样 ? 

2-2 J F WY О, Oy 的 分 力 和 力 在 两 轴 上 的 投影 有 何 区 别 ? 试 以 图 2 - 16a,b 两 种 
情况 为 例 进行 分 析 说 明 。 或 正 = F i+ F,j 对 图 a,b 都 成 立 吗 ? 

2-3 用 解析 法 求 平面 汇 交 力 系 的 合力 时 , 若 取 不 同 的 直角 坐标 轴 , 所 求 得 的 合力 是 否 
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(a) (b) 


图 2—15 


图 2-16 


相同 ? 

2-4 用 解析 法 求解 平面 汇 交 力 系 的 平衡 问题 时 ,x 与 y 两 轴 是 否 一 定 要 相互 垂直 ? 当 
z 与 y 轴 不 垂直 时 ,建立 的 平衡 方程 乙 F. = 0,>›Е, =0 能 满足 力 系 的 平衡 条 件 吗 ? 为 什么 ? 

2-5 输电 线 跨度 ! 相同 时 ,电线 下 垂 量 越 小 ,电线 越 易 于 拉 断 ,为 什么 ? 

2-6 图 2-17 所 示 的 三 种 结构 ,构件 自重 不 计 , 忽 略 摩 氛 ,b= 60"。 如 B 处 都 作用 有 
APA FR A 处 的 约束 力 是 否 相同 。 请 作 图 表示 其 大 小 与 方向 。 


图 2 一 17 


2-7 试 比较 力矩 与 力 偶 矩 二 者 的 异同 。 
2-8 在 刚体 的 A,B,C,D 四 点 作用 有 四 个 大 小 相等 的 力 ,此 四 力 沿 四 个 边 恰 好 组 成 
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封闭 的 力 多 边 形 ,如 图 2- 18 所 示 。 此 刚体 是 否 平衡 ? # F, AP, 都 改变 方向 ,此 刚体 是 否 
平衡 ? 

2-9 在 图 2-19 各 图 中 , 力 或 力 偶 对 点 A 的 矩 都 相等 , 它 
们 引起 的 支 座 反 力 是 否 相同 ? 

2-10 从 力 偶 理论 知道 ,一 力 不 能 与 力 偶 平 衡 。 但 是 为 什 
么 螺旋 压榨 机 上 , 力 偶 却 似 乎 可 以 用 被 压榨 物体 的 反抗 力 F. 来 
平衡 (图 2~20a)? 为 什么 图 2- 20Ь 所 示 的 轮子 上 的 力 偶 M 似 
平 与 重 物 的 力 P 相 平 衡 呢 ?这 种 说 法 错 在 哪里 ? 

2-11 图 2-21 所 示 的 两 种 机 构 , 图 2-21a 中 销 钉 下 固 
结 于 杆 CD 而 插 在 杆 AB 的 滑 槽 中 ;图 2 - 21b 中 销 钉 ERAT 
АВ 而 插 在 杆 CD 的 滑 档 中。 不 计 构件 自重 及 摩 氛 ,9 = 45°, 
如 在 杆 AB 上 作用 有 和 矩 为 M, 的 力 偶 ,上 述 两 种 情况 下 平衡 时 ， 
A,C 处 的 约束 力 和 杆 CD 上 作用 的 力 偶 是 否 相 同 ? 


Æ 2-18 


2-19 


(a) 


图 2-20 
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(b) 


习 题 
2-1 锦 接 薄板 在 孔 心 А,В ЖС 处 受 三 力作 用 ,如 图 所 示 。F = 100 М, ЖЛ]; 


Е, = 50 N, 沿 水 平方 向 ,并 通过 点 A; F, = 50 N, 力 的 作用 线 也 通过 点 A ,尺寸 如 图 。 求 此 力 
系 的 合力 。 


题 2-2 图 


2-2 如 图 所 示 ,固定 在 墙壁 上 的 圆 环 受 三 条 绳索 的 拉力 作用 , 力 F, 沿 水 平方 向 , 力 Е, 
沿 铝 直方 向 , 力 F, 与 水 平 线 成 40" 角 。 三 力 的 大 小 分 别 为 F, = 2 000 N, F, =2 500 N, F, = 
1 500 N。 求 三 力 的 合力 。 

2-3 物体 重 已 =20 kN, 用 绳子 挂 在 支架 的 滑轮 B Батия ВВЕ р 上 ,如 
Ет RARE ,物体 便 能 升 起 。 设 滑轮 的 大 小 .4B 与 CB 杆 自重 及 摩擦 略 去 不 计 ,A,B， 
C 三 处 均 为 锐 链 连接 。 当 物体 处 于 平衡 状态 时 , 试 求 拉杆 АВ 和 支 杆 CB 所 受 的 力 。 


RR 2-3 É 88 2 — 4 E 


2-4 火箭 沿 与 水 平面 成 8= 25" 角 的 方向 作 匀速 直线 运动 ,如 图 所 示 。 火 箭 的 推力 F. 
=100 kN 与 运动 方向 成 9=5° 角 。 如 火箭 重 已 = 200 kN, 求 空气 动力 F, 和 它 与 飞行 方向 的 
交角 у. 

2-5 在 图 示 刚 架 的 点 B 作用 一 水 平 力 F, 刚 架 重 量 略 去 不 计 。 求 支 座 A,DD 的 约束 力 
F, AF). 


题 2-5 图 题 2-6 图 


2-6 如 图 所 示 , 输 电线 ACB 架 在 两 电线 杆 之 间 , 形 成 一 下 垂 曲线 ,下 垂 距 离 CD= f= 
1 m, 两 电线 杆 间 距离 АВ = 40m。 电 线 ACB ВЕР = 400 N, 可 近似 认为 沾 AB 连 线 均 匀 分 
布 。 求 电线 的 中 点 和 两 端的 拉力 。 

2-7 图 示 液 压 夹 紧 机 构 中 ,DD 为 固定 匀 链 ,B,C,E зе, ВЯ F ,机构 平 稀 
时 角度 如 图 ,各 构件 自重 不 计 , 求 此 时 工件 H 所 受 的 压 紧 力 。 

2-8 图 示 为 一 拔 桩 装置 。 在 木 桩 的 点 A 上 系 一 强 , 将 强 的 另 一 端 固定 在 点 C, 在 绳 的 
点 BRA—&BE ,将 它 的 另 一 端 固定 在 点 Е. REAR D 用 力 向 下 拉 ,并 使 绳 的 BD 
段 水 平 ,AB RR A: DE RS KEL .CB 段 与 锅 直 线 间 成 等 角 9=0 1 rad( 弧 度 )( 当 0 很 小 
时 ,tan gzg)。 如 向 下 的 拉力 下 = 800 N, RA AB 作用 于 桩 上 的 拉力 。 
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题 2-7 图 题 2-8 图 


2-9 ЯНИ САВР 的 CD 边 固定 ERE А,В ДЕҢ B F, , F, 作用 ,如 图 所 示 。 
该 机 构 在 图 示 位 置 平衡 , 杆 重 略 去 不 计 。 求 力 F, 与 F, 的 关系 。 


题 2-9 图 题 2- 10 图 


2-10 如 图 所 示 , 刚 架 上 作用 力 F。 试 分 别 计算 力 下 对 点 A 和 B 的 力矩 。 

2-11 为 了 测定 飞机 螺旋 桨 所 受 的 空气 阻力 偶 ， 
可 将 飞机 水 平 放置 ,其 一 轮 搁置 在 地 秤 上 。 当 螺旋 桨 
未 转动 时 , 测 得 地 秤 所 受 的 压力 为 4.6 kN, 当 螺旋 奖 
转动 时 , 测 得 地 秤 所 受 的 压力 为 6.4 kN。 已 知 两 轮 间 
距离 != 2.5 m, 求 螺旋 桨 所 受 的 空气 阻力 偶 矩 M. 

2-12 已 知 梁 АВ 上 作用 一 力 偶 , 力 偶 矩 为 M， 
深长 为 ,深重 不 计 。 求 在 图 a,b,c 三 种 情况 下 , 支 座 
A 和 日 的 约束 力 。 

2-13 在 图 示 结 构 中 ,各 构件 的 自重 略 去 不 计 。 题 2-11 图 
在 构件 AB 上 作用 一 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 , 求 支 座 A 和 C 的 约束 力 。 


习 题 39 


题 2-13 图 
2-14 两 齿轮 的 半径 分 别 为 rnrn ,作用 于 轮 工 上 的 主动 力 偶 的 力 偶 矩 为 M. ,齿轮 的 
压力 角 为 2, 不计 两 齿轮 的 重量 。 求 使 二 轮 维持 匀速 转动 时 齿轮 了 的 阻力 偶 之 矩 M. 及 轴承 
O, ,O, HAKAN AD AT Ao 


题 2-14 图 题 2-15 图 
2-15 HASH ABCD 与 直 杆 DE 及 EC BMA ,作用 在 杆 DE 上 力 偶 的 力 偶 矩 M 
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=40 kN.m, 不 计 各 构件 自重 ,不 考虑 摩擦 ,尺寸 如 图 。 求 支 座 А,В 处 的 约束 力 及 杆 EC 的 受 
力 。 

2-16 在 图 示 结 构 中 ,各 构件 的 自重 略 去 不 计 , 在 构件 BC 上 作用 一 力 偶 矩 为 M 的 力 
偶 ,各 尺寸 如 图 。 求 支 座 A HARA. 


812-16 图 题 2-17 图 


2-17 在 图 示 机 构 中 ,曲柄 OA LEA 708, RM; ARR р 上 作用 水 平 力 
下 。 机 构 尺 寸 如 图 所 示 ,各 杆 重 量 不 计 。 求 当 机 构 平衡 时 , 力 下 与 力 偶 矩 M 的 关系 。 


第 三 章 ”平面 任意 力 系 


本 章 将 在 前 面 两 章 的 基础 上 , 详 述 平面 任意 力 系 的 简化 和 平衡 问题 ,并 介绍 
Fi BRAT RANA HHH. 


$3 一 1 平面 任意 力 系 向 作用 面 内 一 点 简化 


力 系 向 一 点 简化 是 一 种 较为 简便 并 具有 普遍 性 的 力 系 简化 方法 。 此 方法 的 
理论 基础 是 力 的 平移 定理 。 

1. 力 的 平移 定理 

定理 :可 以 把 作用 在 刚体 上 点 A 的 力 下 平行 称 到 任 一 点 B, 但 必须 同时 附 
加 一 个 力 偶 , 这 个 附加 力 偶 的 矩 等 于 原来 的 力 Е 对 新 作用 点 B OAD 

证 明 : 刚 体 的 点 A 作用 力 F( 图 3 一 1a)。 在 刚体 上 任 取 一 点 BB, 并 在 点 B 加 
上 一 对 平衡 力 F 和 FF, 令 下 =F= 一 天 ( 图 3-1b)。 显 然 ,这 三 个 力 与 原 力 下 
等 效 , 这 三 个 力 又 可 视 作 一 个 作用 在 点 B 的 力 F 和 一 个 力 偶 (F, F”), B TE 
为 附加 力 偶 (图 3 一 1c)。 显 然 ,附加 力 偶 的 矩 为 

М = Fd = М,(Е) 


-LO- 


(а) (b) (c) 


3—1 


于 是 定理 得 证 。 
2. 平面 任意 力 系 向 作用 面 内 一 点 简化 . 主 和 撩 和 主 和 抵 
刚体 上 作用 有 n SAF, FF, 组 成 的 平面 任意 力 系 , 如 图 3-2a 所 
示 。 在 平面 内 任 取 一 点 O , 称 为 简化 中 心 ;应 用 力 的 平移 定理 ,把 各 力 都 平移 到 
点 O。 这 样 ,得 到 作用 于 点 O ЮЛЕ, I F... F ,以 及 相应 的 附加 力 偶 , 其 矩 
分 别 为 M, , M25, M, ,如 图 3 一 2b 所 示 。 这 些 附加 力 偶 的 矩 分 别 为 
M,=Mo(F,) (4=1,2,°",n) 
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这 样 ,平面 任意 力 系 等 效 为 两 个 简单 力 系 :平面 汇 交 力 系 和 平面 力 偶 系 。 然 
后 ,再 分 别 合成 这 两 个 力 系 。 

平面 汇 交 力 系 可 合成 为 作用 线 通 过 点 О 的 一 个 力 Fs ,如 图 3 -2c 所 示 。 
因为 各 力 矢 Е; = F,(i=1,2,…,n), 所 以 


Fe Ftht tp,= БЕ, (3-1) 
MHR Fr 等 于 原来 各 力 的 矢量 和 。 


平面 力 偶 系 可 合成 为 一 个 力 偶 ,这 个 力 偶 的 矩 Mo 等 于 各 附加 力 偶 矩 的 代 
数 和 ,又 等 于 原来 各 力 对 点 O 的 矩 的 代数 和 。 即 


Mo = M, + M, + + М, = >) Mo(F.) (3-2) 


平面 任意 力 系 中 所 有 各 力 的 矢量 和 为 F “, 称 为 该 力 系 的 主 矢 ; 而 这 些 力 对 
于 任 选 简化 中 心 O 的 矩 的 代数 和 为 Mo , 称 为 该 力 系 对 于 简化 中 心 的 主 矩 。 显 
R , 主 矢 与 简化 中 心 无 关 , 而 主 抢 一 般 与 简化 中 心 有 关 ., 故 必须 指明 力 系 是 对 于 
哪 一 点 的 主 矩 。 

可 见 , 在 一 般 情形 下 ,平面 任意 力 系 向 作用 面 内 任 选 一 点 O 简化 ,可 得 一 个 
力 和 一 个 力 偶 。 这 个 力 等 于 该 力 系 的 主 矢 ,作用 线 通 过 简化 中 心 O 。 这 个 力 偶 
的 矩 等 于 该 力 系 对 于 点 O 的 主 矩 。 

取 坐 标 系 Оху, ШЕ 3-2 所 示 ,i,j 为 沿 z,y 轴 的 单位 矢量 , 则 力 系 主 矢 
的 解析 表达 式 为 

F,= FR, + Fp, = > ЕЙ + SF j (3-3) 

FRER Fs 的 大 小 和 方向 余弦 为 


FR= /(2;F,)° + (ХЕ)? 
DF 


, . F. ГА 
соз (Fg, i) = 254, cos( FR, j) = =a 
R 


Fr 
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力 系 对 点 O 的 主 矩 的 解析 表达 式 为 
Mo= X) Mot) = У) (zF, ТУР.) 6-4 


其 中 x, ,y HOF, 作用 点 的 坐标 。 

图 3- За 表示 一 物体 的 一 端 完全 固定 在 另 一 物体 上 ,这 种 约束 称 为 固定 端 
或 插入 端 支 座 。 

固定 端 支 座 对 物体 的 作用 ,是 在 接触 面 上 作用 了 一 群 约束 力 。 在 平面 问题 
中 ,这 些 力 为 一 平面 任意 力 系 ,如 图 3 — ЗЬ 所 示 。 将 这 群 力 向 作用 平面 内 点 A 
简化 得 到 一 个 力 和 一 个 力 偶 ,如 图 3- Зе 所 示 。 一 般 情况 下 这 个 力 的 大 小 和 方 
向 均 为 未 知 量 。 可 用 两 个 未 知 分 力 来 代替 。 因 此 ,在 平面 力 系 情况 下 ,固定 端 
A 处 的 约束 作用 力 可 简化 为 两 个 约束 力 下 ,FA 和 一 个 矩 为 M4 的 约束 力 偶 ， 
如 图 3 一 3d 所 示 。 


比较 固定 端 支 座 与 固定 铵 链 支 座 的 约束 性 质 可 见 , 固定 端 支 座 除了 限制 物 
体 在 水 平方 向 和 铅 直 方向 移动 外 ,还 能 限制 物体 在 平面 内 转动 。 因 此 ,除了 约束 
Л Fs ,Fw 外 ,还 有 矩 为 MA 的 约束 力 偶 。 而 固定 铵 链 支 座 没 有 约束 力 偶 , 因 为 
它 不 能 限制 物体 在 平面 内 转动 。 

3. 平面 任意 力 系 的 简化 结果 分 析 

平面 任意 力 系 向 作用 面 内 一 点 简化 的 结果 ,可 能 有 四 种 情况 , 即 :(1) FF’, = 
0, Mo 天 0;(2) F'xZ0,Mo =0;(3) FF 天 0,Mo 天 0;(4) Fp=0,M,=0. ЕШ 
对 这 几 种 情况 作 进一步 的 分 析 讨 论 。 

(1) 平面 任意 力 系 简化 为 一 个 力 偶 的 情形 

如 果 力 系 的 主 矢 等 于 零 MEE Mo 不 等 于 零 Вр 

Fr=0, Mo 天 0 

则 原 力 系 合成 为 合力 偶 。 合 力 偶 矩 为 


Mo = > М,(Е,) 
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因为 力 偶 对 于 平面 内 任意 一 点 的 邱 都 相同 ,因此 当 力 系 合成 为 一 个 力 偶 时 , 主 拖 
与 简化 中 心 的 选择 无 关 。 
(2) 平面 任意 力 系 简化 为 一 个 合力 的 情形 .合力 矩 定理 
如 果 主 矩 等 于 零 , 主 矢 不 等 于 零 Вр 
F.Z0, Mo =0 
此 时 附加 力 偶 系 互 相 平衡 ,只 有 一 个 与 原 力 系 等 效 的 力 Fo BRE, 就 是 原 
力 系 的 合力 ,而 合力 的 作用 线 恰 好 通过 选 定 的 简化 中 心 O。 
如 果 平 面 力 系 向 点 O 简化 的 结果 是 主 矢 和 主 矩 都 不 等 于 零 ,如 图 3 - 4a 所 
示 , 即 
F#0, Mo#0 
现 将 矩 为 Mo 的 力 偶 用 两 个 力 Fe AF, 表示 ,并 令 F. = F= - Е, (Ë 3- 4b). 
再 去 掉 一 对 平衡 力 F's 与 下拉 ,于 是 就 将 作用 于 点 OHE RMH, FR) 
合成 为 一 个 作用 在 点 O 的 力 F, ,如 图 3 4c 所 示 。 


这 个 力 Fe 就 是 原 力 系 的 合力 。 合 力 矢 等 于 主 矢 ;合力 的 作用 线 在 点 O 的 哪 一 
侧 , 需 根据 主 矢 和 主 矩 的 方向 确定 ;合力 作用 线 到 点 O 的 距离 q 为 
. 42 Mo 
Fr 
下 面 证 明 ,平面 任意 力 系 的 合力 和 矩 定理 。 由 图 3- 4b 易 见 ,合力 F. 对 点 O 
的 矩 为 
Mo (FR) = Ека = M, 
由 式 (3-2) 有 
Mo = > Mo (F,) 
所 以 得 证 
Mo (FR) = > Mo(F,) (3-5) 
由 于 简化 中 心 О 是 任意 选取 的 , 故 上 式 有 普遍 意义 ,可 叙述 如 下 ;平面 任意 力 系 


He AEM ALE RNS THREE Dt AMARA, ORE 


——— n...  . o О . 
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BAKER, 

(3) 平面 任意 力 系 平衡 的 情形 

如 果 力 系 的 主 矢 , 主 矩 均等 于 零 , 即 

F.=0, Mo =0 

则 原 力 系 平衡 ,这 种 情形 将 在 下 节 详 细 讨论 。 

例 3-1 重力 坝 受 力 情 形 如 图 3 - 5a 所 示 。 291: P, =450 kN, P, =200 kN, F, = 300 
kN,F,=70 kN。 求 力 系 向 点 О 简化 的 结果 ,合力 与 基线 OA 的 交点 到 点 O MRM x, 以 及 
合力 作用 线 方程 。 


Ж: (1) 先 将 力 系 向 点 O 简化 , 求 得 其 主 矢 F, MER Mo (图 3- Sb)。 由 图 3- Sa, 有 
0= ZACB = arctan Ар = 16.7° 
ER Е, 在 zx,y 轴 上 的 投影 为 
ЖЕ, = F. — Е, cos 0 =232.9 kN 
DIF, = — P, - P, – Е, sind = – 670.1 kN 
ER Fk 的 大 小 为 
FR = /(22F,)° + (ХЕ, ) =709.4 kN 
ER Е, 的 方向 余弦 为 


anO UF, > 
cos (Fk, i) = 2—5 = 0.3283, cos (Frj) = =F = — 0.944 6 
R Еһ 
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则 有 
Z(Fk;i)= +70.84°, A(Fr,j)= 180°+19.16° 
HER Fk 在 第 四 象限 内 ,与 x 轴 的 夹 角 为 -70.84"。 
力 系 对 点 O 的 主 矩 为 
Mo = 22Mo (F) = —3m=+ F, — 1.5m: P, — 3.9m: P, = -2 355 kN*m 
(2) 合力 F. 的 大 小 和 方向 与 主 矢 Е, 相同 。 其 作用 线 位 置 的 z 值 可 根据 合力 矩 定理 
求 得 (图 3- 5с), BF Mo( Fe.) =0 8 
Mo = Mo (FR) = Mo (Fr, ) + Mo( Fry) = Fp, z 
解 得 
_ Mo _ 2 355 kN:m 


(3) 设 合力 作用 线 上 任 一 点 的 坐标 为 (z,y) ,将 合力 作用 于 此 点 (图 3 一 5c), 则 合力 Fr 
对 坐标 原点 的 矩 的 解析 表达 式 为 
` Mo = Mo(Fr) = Fx, -Fn = 2 DF, — y2; F, 
将 已 求 得 的 Mo, EF., EF, 的 代数 值 代 人 上 式 ,得 合力 作用 线 方程 为 
670.1 kN- x + 232.9 kN: y—2 355 kN-m=0 
EX? AS y=0, 可 得 r=3.514 m, 与 前 述 结果 相同 。 


$3-2 平面 任意 力 系 的 平衡 条 件 和 平衡 方程 
现在 讨论 静 力学 中 最 重要 的 情形 , 即 平 面 任意 力 系 的 主 和 撩 和 主 矩 都 等 于 零 


的 情形 : 
Е =0 
a. (3-6) 

显然 , 主 矢 等 于 零 ,表明 作用 于 简化 中 心 О 的 汇 交 力 系 为 平衡 力 系 ; EES 
TFF ,表明 附加 力 偶 系 也 是 平衡 力 系 , 所 以 原 力 系 必 为 平衡 力 系 。 因 此 , 式 (3 - 
6) 为 平面 任意 力 系 平衡 的 充分 条 件 。 

由 上 一 节 分 析 结 果 可 见 : 若 主 矢 和 主 矩 有 一 个 不 等 于 零 , 则 力 系 应 简化 为 合 
力 或 合力 偶 ;车 主 矢 与 主 矩 都 不 等 于 零 时 ,可 进一步 简化 为 一 个 合力 。 上 述 情况 
下 力 系 都 不 能 平衡 ,只 有 当主 矢 和 主 矩 都 等 于 零 时 , 力 系 才能 平衡 ,因此 R3- 
6) 又 是 平面 任意 力 系 平衡 的 必要 条 件 。 

于 是 ,平面 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 力 系 的 主 和 撩 和 对 于 任 一 点 的 
主 矩 都 等 于 零 。 

这 些 平衡 条 件 可 用 解析 式 表 示 。 将 式 (3-2) 和 (3 -3) 代 入 式 (3-6) ,可 得 

2F,=0, 2F,=0, EMo(F,)=0 (3-7) 

由 此 可 得 结论 ,平面 任意 力 系 平衡 的 解析 条 件 是 :所 有 各 力 在 两 个 任 选 的 坐标 轴 


— ы ы nne ery ОИЦ 
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式 (3-7) 称 为 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 (为 便于 书写 ,下 标 i 可 略 去 )。 

例 3-2 起 重 机 重 P, =10 kN, 可 绕 铅 直 轴 АВ 转动 ;起 重 机 的 挂钩 上 挂 一 重 为 P; =40 
kN 的 重 物 ,如 图 3- 6 所 示 。 起 重 机 的 重心 C 到 转动 轴 的 距离 为 1.5 m, 其 他 尺寸 如 图 所 示 。 
求 在 止 推 轴承 A 和 轴承 B 处 的 约束 力 。 

R: 以 起 重 机 为 研究 对 象 , 它 所 受 的 主动 力 有 P, 和 P,。 由 于 对 称 性 ,约束 力 和 主动 
力 都 位 于 同一 平面 内 。 止 推 轴承 A 处 有 两 个 约束 力 F... F. ,轴承 B 处 只 有 一 个 与 转轴 垂 
直 的 约束 力 Fs ,约束 力 方向 如 图 3- 6 所 示 。 


取 坐 标 系 如 图 3 一 6 所 示 , 列 平 面 任意 力 系 的 平衡 方程 , 即 
DIF,=0, Fa, +F,=0 
DF,=0, F, - P,- P, =0 
2M,(F)=0, - Ер :5 m- P,-1.5 m- P,:3.5 m=0 
求解 以 上 方程 ,得 
Fay = P, + P, =50 kN 
Е, = -0.3P, - 0.7Р, = -31 kN 
Fy, = — Fg =31 kN 
Fs 为 负 值 ,说 明 它 的 方向 与 假设 的 方向 相反 , 即 应 指向 左 。 

3-3 图 3-7 所 示 的 水 平 横梁 АВ,А Ж ОЗШЕ БЕУ ЖЕ, В 端 为 一 滚动 支 座 。 梁 的 
К 4a RE 也, 作用 在 梁 的 中 点 C。 在 梁 的 АС RL SWRA ER. ERK BC E: F 2 
力 偶 作 用 , 力 偶 矩 M = Pa. RR A 和 B 处 的 支 座 约束 力 。 

RM: ЖЖ АВ 为 研究 对 象 。 它 所 受 的 主动 力 有 : 均 布 载荷 9 ,重力 P ЖШ М 的 力 偶 。 
它 所 受 的 约束 力 有 LH A ТАЛЕ, Е, ,滚动 支 座 B 处 锅 直 向 上 的 约束 力 Fs。 取 
坐标 系 如 图 3-7 所 示 , 列 出 平衡 方程 : 
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MA(F)=0, Е, :4а- M - P*'2a —q*2a*a=0 


УЕ, =0, Fa =0 
DF, =0, F. — q*2a- P+ F,=0 
解 上 述 方程 ,得 


Еъ= TP+ q, Fa = 0, Fy= t-q 


例 3-4 ABA P=100kNAT FER ABD , 置 于 铅 垂 面 内 ,载荷 如 图 3- Sa 所 示 。 
其 中 M =20 kN-m, F=400 kN,g=20 kN/m, =1m。 试 求 固定 端 A 的 约束 力 。 


W: 取 了 字形 刚 架 为 研究 对 象 , 其 上 除 受 主动 力 外 ,还 受 有 固定 端 A 处 的 约束 力 F,， 
Kuasa 线性 分 布 载荷 可 视 为 一 组 平行 力 系 ,将 其 简化 为 一 集中 力 F, ,其 大 小 为 


Е, = > 1 0х31=30 kN ,其 作用 线 可 利用 合力 矩 定理 确定 : 


31 
Е,һ= |) 3 3! — y)ydy 


式 中 ,h 为 点 A BIE AF, 的 距离 ,由 上 式 求 得 h = !, 即 集中 力作 用 于 三 角形 分 布 载荷 的 几 
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何 中 心 。 刚 架 受 力图 如 图 3-~8b 所 示 。 
按 图 示 坐 标 , 列 平衡 方程 : 
ХЕ, =0, Е. + F, ~ Fsin 60° = 0 
2F,=0, Е, - Р- Есоѕ 60°=0 
УМ, (Е) =0, М.-М - F, + Есоз 60° +1 + Езіп 60°: 3/ = 0 
解 方程 , 求 得 
F,, = Fsin 60° – F, = 316.4 kN 
Ел, = P + Есоѕ 60° = 300 kN 
M, = M+ F, — Ficos 60° — 3Fisin 60° = — 1 188 КМ: 
负 号 说 明 图 中 所 设 方向 与 实际 情况 相反 BB M 应 为 顺 时 针 转 向 。 

从 上 述 例题 可 见 ,选取 适当 的 坐标 轴 和 力矩 中 心 ,可 以 减少 每 个 平衡 方程 中 
的 未 知 量 的 数目 。 在 平面 任意 力 系 情形 下 ,和 矩 心 应 取 在 多 个 未 知 力 的 交点 上 ,而 
坐标 轴 应 当 与 尽 可 能 多 的 未 知 力 相 垂直 。 

FA 3-3 F, BURBS M,(F)-ORRHEDUF, =0, 可 以 不 解 联 立方 
程 直接 求 得 Fw, 值 。 因 此 在 计算 某 些 问题 时 ,采用 力矩 方程 往往 比 投影 方程 简 
便 。 下 面 介绍 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 其 他 两 种 形式 。 

3 个 平衡 方程 中 有 两 个 力矩 方程 和 一 个 投影 方程 , 即 

2M,(F)=0, 2M,(F)=0, ХЕ, =0 (3-8) 
其 中 x 轴 不 得 垂直 于 A ,B 两 点 的 连 线 。 

为 什么 上 述 形式 的 平衡 方程 也 能 满足 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 呢 ? 这 是 
因为 ,如 果 力 系 对 点 A 的 主 矩 等 于 零 , 则 这 个 力 系 不 可 能 简化 为 一 个 力 偶 ;但 可 
能 有 两 种 情形 :这 个 力 系 或 者 是 简化 为 经 过 点 A 的 一 个 力 ,或 者 平衡 。 如 果 力 
系 对 另 一 点 B 的 主 矩 也 同时 为 零 , 则 这 个 力 系 或 有 一 合力 沿 A.B 两 点 的 连 线 ， 
或 者 平衡 (图 3 一 9)。 如 果 再 加 上 》;F, =0, 那 么 力 系 如 有 合力 , 则 此 合力 必 与 x 
轴 垂 直 。 式 (3 -8) 的 附加 条 件 (z 轴 不 得 垂直 连 线 AB) 完 全 排除 了 力 系 简化 为 
一 个 合力 的 可 能 性 , 故 所 研究 的 力 系 必 为 平衡 力 系 。 

同 理 ,也 可 写 出 三 个 力矩 式 的 平衡 方程 , 即 

2ZM,(F)=0, УМ(Е)=0, XM (F)=0 


(3-9) 
Ж А,В,С 三 点 不 得 共 线 。 为 什么 必须 有 这 个 附加 
ЖЇР ,读者 可 自行 证 明 。 х 


上 述 三 组 方程 (3 一 7)、(3 -8)、(3 ~ 9) ,究竟 选用 哪 
一 组 方程 ,须根 据 具体 条 件 确定 。 对 于 受 平 面 任意 力 系 
作用 的 单个 刚体 的 平衡 问题 ,只 可 以 写 出 3 个 独立 的 平 
衡 方程 ,求解 3 个 未 知 量 。 任 何 第 四 个 方程 只 是 前 3 个 方程 的 线性 组 合 ,因而 不 


图 3-9 
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是 独立 的 。 我 们 可 以 利用 这 个 方程 来 校 核 计算 的 结果 。 

平面 平行 力 系 是 平面 任意 力 系 的 一 种 特殊 情形 。 

如 图 3- 10 所 示 , 设 物体 受 平面 平行 力 系 F, ,下 ,,… F, 的 作用 。 如 选取 x 
轴 与 各 力 垂直 , 则 不 论 力 系 是 否 平衡 ,每 一 个 力 在 z 轴 上 的 投影 恒 等 于 零 , 即 
>F, 二 0。 于 是 ,平行 力 系 的 独立 平衡 方程 的 数目 只 有 两 个 , 即 


y 


Al 3-10 
УЕ, =0 
И -1 
SHN (3-10) 
平面 平行 力 系 的 平衡 方程 ,也 可 用 两 个 力矩 方程 的 形式 , 即 
УМ, (F)=0, Ms(F)=0 (3-11) 
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工程 中 ,如 组 合 构架 、 三 铵 拱 等 结构 ,都 是 由 几 个 物体 组 成 的 系统 。 当 物体 
系 平衡 时 ,组 成 该 系统 的 每 一 个 物体 都 处 于 平衡 状态 ,因此 对 于 每 一 个 受 平面 任 ， 
意 力 系 作用 的 物体 , 均 可 写 出 三 个 平衡 方程 。 如 物体 系 由 ”个 物体 组 成 , 则 共 
有 Зп 个 独立 方程 。 如 系统 中 有 的 物体 受 平面 汇 交 力 系 或 平面 平行 力 系 作用 
时 , 则 系统 的 平衡 方程 数目 相应 减少 。 当 系统 中 的 未 知 量 数目 等 于 独立 平衡 方 
程 的 数目 时 , 则 所 有 未 知 数 都 能 由 平衡 方程 求 出 ,这样 的 问题 称 为 静 定 问题 。 显 
然 前 面 列举 的 各 例 都 是 静 定 问题 。 在 工程 实际 中 ,有 时 为 了 提高 结构 的 刚度 和 
坚固 性 ,常常 增加 多 余 的 约束 ,因而 使 这 些 结构 的 未 知 量 的 数目 多 于 平衡 方程 的 
数目 ,未 知 量 就 不 能 全 部 由 平衡 方程 求 出 ,这 样 的 问题 称 为 超 静 定 问题 。 对 于 超 
静 定 问题 ,必须 考虑 物体 因 受 力作 用 而 产生 的 变形 ,加 列 某 些 补充 方程 后 ,才能 
使 方程 的 数目 等 于 未 知 量 的 数目 。 超 静 定 问题 已 超出 刚体 静 力学 的 范围 , 须 在 
材料 力学 和 结构 力学 中 研究 。 
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下 面 举 出 一 些 静 定 和 超 静 定 问题 的 例子 。 

R 3-1la b 所 示 , 重 物 分别 用 绳子 悬挂 , 均 受 平面 汇 交 力 系 作用 , 均 有 两 个 
平衡 方程 。 在 图 a 中 ,有 两 个 未 知 约束 力 , 故 是 静 定 的 ;而 在 图 b 中 ,有 三 个 未 知 
约束 力 , 因 此 是 超 静 定 的 。 

图 3- llc,d 所 示 , 轴 分 别 由 轴承 支承 , 均 受 平面 平行 力 系 作 用 , 均 有 两 个 平 
GRE. Ace 中 有 两 个 未 知 约束 力 , 故 为 静 定 ;而 在 图 d 中 ,有 三 个 未 知 约束 力 ， 
因此 为 超 静 定 。 


图 3-11 


3- Ile 和 ff 所 示 的 平面 任意 力 系 , 均 有 3 个 平衡 方程 ,图 (e) 中 有 3 个 未 
知 数 ,因此 是 静 定 的 ;而 图 (f) 中 有 四 个 未 知 数 ,因此 是 超 静 定 的 。 图 3 - 12 所 示 
的 梁 由 两 部 分 铵 接 组 成 ,每 部 分 有 3 个 平衡 方程 ,共有 6 个 平衡 方程 。 未 知 量 除 
了 图 中 所 画 的 3 个 约束 力 和 1 个 约束 力 偶 外 , 尚 有 铵 链 C 处 的 2 个 未 知 力 , 共 
计 6 个 。 因 此 ,也 是 静 定 的 。 若 将 B 处 的 滚动 支 座 改 为 固定 铵 支 , 则 系统 共有 7 
个 未 知 数 ,因此 系统 将 是 超 静 定 的 。 

求解 静 定 物体 系 的 平衡 问题 时 ,可 以 选 
每 个 物体 为 研究 对 象 , 列 出 全 部 平衡 方程 , 然 
后 求解 ;也 可 先 取 整个 系统 为 研究 对 象 , 列 出 
平衡 方程 ,这 样 的 方程 因 不 包含 内 力 , 式 中 未 
知 基 较 少 , 解 出 部 分 未 知 量 后 ,再 从 系统 中 选 
取 某 些 物体 作为 研究 对 象 , 列 出 另外 的 平衡 ` 
方程 , 直至 求 出 所 有 的 未 知 量 为 止 。 在 选择 
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研究 对 象 和 列 平 衡 方程 时 ,应 使 每 一 个 平衡 方程 中 的 未 知 量 个 数 尽 可 能 少 ,最 好 
是 只 含有 一 个 未 知 量 , 以 避免 求解 联 立方 程 。 

例 3-5 图 3-13a 所 示 为 曲轴 冲床 简 图 ,由 轮 工 连 杆 AB 和 冲 头 B #8. ОА = R, AB 
= 7。 忽 略 摩 擦 和 自重 , 当 OA 在 水 平 位 置 、 冲 压力 为 时 系统 处 于 平衡 状态 。 求 :(1) 作用 
在 轮 I FJ 82 38 M 的 大 小 ;(2) 轴 承 O 处 的 约束 力 ;(3) BH AB 受 的 力 ;(4) 冲 头 给 导 
轨 的 侧 压 力 。 


F”, 
(b) (o) (4) 


3-13 


М: (1) 首先 以 冲 头 为 研究 对 象 。 冲 头 受 冲压 阻力 FERARI F. 以 及 连 杆 (二 力 
杆 ) 的 作用 力 Fs 作用 , 受 力 如 图 3- 13b 所 示 ,为 一 平面 汇 交 力 系 。 
设 连 杆 与 铝 直 线 间 的 夹 角 为 p, 按 图 示 坐 标 轴 列 平衡 方程 : 


EF,=0, Fy-F,sin ф=0 (a) 
УЕ =0, Е- Fscos ф= 0 (b) 
由 式 (b) 得 
_ F 
P cos p 
Fs 为 正 值 ,说 明 假设 的 F, 的 方向 是 对 的 , 即 连 杆 受 压 力 (图 3- 13c)。 代 人 式 (a) 得 
Fy = Ftan ф= Е = = 


冲 头 对 导轨 的 侧 压 力 的 大 小 等 于 FF, 方向 相反 。 
(2) 再 以 轮 1 为 研究 对 象 。 轮 1 受 平面 任意 力 系 作用 ,包括 矩 为 M 的 力 偶 , 连 杆 作 用 力 
FF。 以 及 轴承 的 约束 力 Fa ,Fa (图 3- 13d) 。 按 图 示 坐 标 轴 列 平衡 方程 


之 Mo(E)=0， Facos g*R- M=0 (c) 
DF, =0, Fo, + Fasin ф= 0 (d) 
2F,=0, Fo, + F,cos p=0 (e) 


由 式 (c) 得 
M= FR 


83-3 物体 系 的 平衡 静 定 和 赵 静 定 问 题 53 


由 式 (d) 得 
. К 
Fo, = — Еп РЕ F Re 
由 式 (e) 得 


Fo, = -Facos g = -F 
负 号 说 明 , 力 Fo, , Fo, 的 方向 与 图 示 假 设 的 方向 相反 。 
此 题 也 可 先 取 整 个 系统 为 研究 对 象 , 青 了 到 冲 头 或 轮 I 为 研究 对 象 , 列 平衡 方程 求解 。 
例 3-6 图 3 一 14a 所 示 的 组 合 梁 ( 不 计 自重 ) 由 АС 和 CD RMR. GH:F=20 kN, 
均 布 载荷 q = 10 kN/m, M =20 КЧ: т, 1 = 1m。 试 求 插入 端 A 及 滚动 支 座 B 的 约束 力 。 


图 3-14 


М: 先 以 整体 为 研究 对 象 ,组 合 粱 在 主动 力 M,F,g MARD Fo, Fa ,MA 及 Fs 作用 
下 平衡 , 受 力 如 图 3 - 14а 所 示 。 其 中 均 布 载荷 的 合力 通过 点 C ,大 小 为 2 。 列 平衡 方程 : 


2;F,=0, Ел, — Fscos 60° — Fsin 30° = 0 (a) 
ZF, =0, Fa, + Fssin 60° – 29 ~ Feos 30° = 0 (b) 
УМ,(Е)=0, M,- M ~ 24-21 + Е, іп 60° 3/1 – Есоѕ 30°41 = 0 (с) 


以 上 三 个 方程 中 包含 有 四 个 未 知 量 , 必 须 再 补充 方程 才能 求解 。 为 此 可 取 梁 CD 为 研究 对 
象 , 受 力 如 图 3- 14b, 由 


EM,(F)=0, Fssin 60°° 1 — ql -у-— Feos 30°°21=0 (d) 


由 式 (d) 得 
Fs =45.77 kN 
代入 式 (a),(b),(c) 得 
Кл, = 32.89 kN, Fy, = – 2.32 KN, М, =10.37 kN:m 

此 题 也 可 先 取 梁 CD 为 研究 对 象 , 求 得 Fs 后 ,再 以 整体 为 研究 对 象 , 求 出 Fao, Fay 及 
Mao 

注意 ;此 题 在 研究 整体 平衡 时 ,可 将 均 布 载荷 作为 合力 通过 点 C, 但 在 研究 梁 CD 或 AC 
平衡 时 ,必然 分 别 受 一 半 的 均 布 载荷 。 
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例 3-7 齿轮 传动 机 构 如 图 3- 15а BUR. Wi I 的 半径 为 r, 自 重 为 P. 。 齿 轮 开 的 半 
径 为 R=27, 其 上 固 结 一 半径 为 + HREM ESHE Р, =2P,。 人 齿轮 压力 角 为 9= 
20 ,物体 C 重 为 P=20P,。 求 :(1) 保持 物体 C 匀速 上 升 时 ,作用 于 轮 ЕЛА М; (02) 
光滑 轴承 A.B 的 约束 力 。 


图 3-15 


М: ARH] URRY C 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 3 一 15b HR. HRAMWSH F HJ 
沿 节 圆 的 切 向 及 径 向 分 解 为 圆周 力 F, 和 径 向 力 F,。 列 平衡 方程 : 
DF.=0, F, -Е,=0 
EF,=0, Fy,-P-F,-P,=0 
=M,(F)=0, Pr-F,R=0 
由 以 上 三 式 及 压力 角 定 义 


ЕЯ 


=, H @=20° 


t 


tan 6 = 


ы 


解 出 
Pr _ _ 
F=R =10P,, Е, = Е, tan 0=3.64P, 


Fy, = Е, =3.64Р,, Fa =Р+Р, + Е= 32Р, 
再 取 轮 I 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 3 一 15c 所 示 。 列 方程 ; 
УЕ, =0, Fp +F =0 
ХЕ; =0, Fy +Е,- Р, =0 
2M,(F)=0, M-F.r=0 
解 得 
Fa, = -Fi= -3.64P,, Fy =P,- Е; = -9p, 
M=FIr=10P,r 
例 3-8 图 3 ~ 16a 所 示 为 钢 结构 拱 架 , 拱 架 由 两 个 相同 的 钢 架 AC 和 BC RE, BE 
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支承 在 钢 架 的 D.E 上 。 设 两 钢 架 各 重 为 P=60 kN; 帅 车 梁 重 为 P, = 20 kN, 其 作用 线 通 过 
点 C; 载 荷 为 P, = 10 kN; 风 力 下 =10 kN。 尺 寸 如 图 所 示 。D,E RAEN P 的 作用 线 上 。 
RAERREAAMBHAKA. 


(с) 


图 3-16 


М: (1) 选 整个 拱 架 为 研究 对 象 。 拱 架 在 主动 力 P,P, P1, FAREA, BHARI 
Fy, ,Fay ,Fa ,Fs, 作 用 下 平衡 , 受 力 如 图 3 - 16a 所 示 。 列 出 平衡 方程 : 
>=M,(F)=0, 12 m- Fy, -5 m+ F—-2m-P-10m*P-4m:P,-6m:P,=0 (a) 
УЕ, =0, F+ Fy, — Fa, = 0 (b) 
УЕ, =0, Fa + Fs, ~ P, -P, ~2P=0 (c) 
以 上 三 个 方程 包含 四 个 未 知 数 ,欲求 得 全 部 解答 ,必须 再 补充 方程 。 
(2) 选 右边 钢 架 为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 3 - 16b 所 示 。 为 了 减少 方程 中 的 未 知 量 数 目 ， 
采用 力矩 方程 , 即 
2;Mc-(F)=0, 6 m'Fa - 10 m: Fa, -4 m° (P + Е) = 0 (d) 
这 时 又 出 现 了 一 个 未 知 数 Fs 。 为 求 得 该 力 的 大 小 ,可 再 考虑 吊车 梁 的 平衡 。 
(3) 选 吊车 梁 为 研究 对 象 , 其 受 力 如 图 3 ~- 16c 所 示 。 为 求 得 Р, 可 列 如 下 方程 ; 


УМ,(Е)=0, 8 m'F's-4m'P, -2m P,=0 (e) 

由 式 (e) 解 得 

F's =12.5 kN 
由 式 (a) 求 得 

Fs, =77.5 kN 
将 Fa 和 FF BERAR) 

Еһ, =17.5 kN 
代 人 式 (b) 得 

F. =7.5 kN 


代入 式 (c) 得 
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Fy, =72.5 kN 


3-9 编号 为 1,2,3,4 的 四 根 杆 件 组 成 的 平面 结构 ,其 中 А,С,Е ARE, BLD 
为 光滑 接触 ,EE 为 中 点 ,如 图 3 一 17a 所 示 。 各 杆 自重 不 计 。 在 水 平 杆 2 上 作用 力 Fo WHE: 
KA F 的 位 置 x 如 何 改 变 , 其 竖 杆 1 总 是 受到 大 小 等 于 下 的 压力 。 


Frye 


3—17 


解 ; 本 题 为 求 二 力 杆 ( 杆 1) 的 内 力 FaR Fo。 为 此 , 先 取 杆 2,4 及 销 钉 A 为 研究 对 
象 , 受 力 如 图 3 一 17b 所 示 。 由 


SMs(F)=0, Fay + FCS a) + Fue $+ Fy =0 (a) 


ERP Fvo 与 Fe 为 未 知 量 ,必须 先 求 得 ;为 此 再 分 别 取 整 体 及 杆 2 为 研究 对 象 。 
取 整 体 , 受 力 如 图 3 17а 所 示 ,由 
2ZMc-(F)=0, Fyp'b- Fr=0 (b) 
再 取水 平 杆 2, 受 力 如 图 3- 17c 所 示 ,4 处 不 含 销 钉 ,其 中 Fs 与 Fw 是 销 钉 A 对 杆 2 
的 约束 力 。 由 
УМ,(Е)=0, Fygb- Fr=0 (c) 
由 式 (b),(c) 求 得 


F: 
Fyn = Fus === 


RAK (a) RB 
Fa = -Е 
Fi AR Е {В RA 2A B 5 > 无关 。 此 题 还 可 取 其 他 研究 对 象 求解 ,请 读者 自 解 。 
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工程 中 ,房屋 建筑 桥梁 ,起重机 BES Ra, 
桩 架 是 一 种 由 杆 件 彼 此 在 两 端 用 匀 链 连接 而 成 的 结构 , 它 在 受 力 后 几何 形 
状 不 变 。 杭 架 中 杆 件 的 铵 链接 头 称 为 节点 。 
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ШЖК RAE ЕЕЕ ЖЛЕ JD REH , ЕГ ЖЛ} RIER БЕЙ ЕН, 3 28 
材料 ESSE EO EO TTR HA TE RA ЕЛЕЙ: 

(1) HRA ARE AN 

(2) НЕШ ЖЕНЕН; 

(3) Wi Br EH J (Ж) ЖИЕ AL , M E ERAR ОЗЕ ТЕТЯ; 

(4) 枯 架 杆 件 的 重量 略 去 不 计 ,或 平均 分 配 在 杆 件 两 端的 节点 上 。 

这 样 的 顶 架 , 称 为 理想 析 架 。 

实际 的 桥架 ,当然 与 上 述 假设 有 差别 ,如 顶 架 的 节点 不 是 铵 接 的 , 杆 件 的 中 
心 线 也 不 可 能 是 绝对 直 的 。 但 上 述 假设 能 够 简化 计算 ,而 且 所 得 的 结果 符合 工 
程 实际 的 需要 。 根 据 这 些 假设 , 橱 架 的 杆 件 都 看 成 为 二 力 杆 件 。 


本 节 只 研究 平面 析 架 中 的 静 定 桥架 ,如 图 3 - 18 所 
示 。 此 梅 架 是 以 三 角形 框架 为 基础 ,每 增加 一 个 节点 需 
增加 两 根 杆 件 ,这样 构成 的 术 架 又 称 为 平面 简单 柏 架 。" 儿 yy 基本 三 角形 | 


容易 证 明 ,平面 简单 机 架 是 静 定 的 。 
下 面 介绍 两 种 计算 梅 架 杆 件 内 力 的 方法 :节点 法 和 
截面 法 。 
1. 节点 法 
检 哥 的 每 个 节点 都 受 一 个 平面 汇 交 力 系 的 作用 。 为 了 求 每 个 杆 件 的 内 力 ， 
可 以 逐个 地 取 节 点 为 研究 对 象 ,由 已 知 力求 出 全 部 未 知 的 杆 件 内 力 ,这 就 是 节点 
法 。 
例 3~10 平面 顶 架 的 尺寸 和 支 座 如 图 3 - 19a 所 示 。 在 节点 D 处 受 一 集中 载荷 F=10 
kN 的 作用 。 试 求 桥架 各 杆 件 的 内 力 。 
Ж: (1) 求 支 座 约束 力 
DRE AAI MR, SAMA 3- 19a 所 示 。 列 平衡 方程 : 
УЕ, =0, F, =0 
УМ,(Е) =0, Fs‘4m-P'2m=0 
УМ, (Е) =0, P+2m- F, 4 т=0 


3—18 


解 得 
Еһ =0, Fy, = Fa, =5 kN 
(2) 依次 取 一 个 节点 为 研究 对 象 ,计算 各 杆 内 力 
假定 各 杆 均 受 拉力 ,各 节点 受 力 如 图 3- 19 所 示 , 为 计算 方便 ,最 好 逐次 列 出 只 含 两 个 
未 知 力 的 节点 的 平衡 方程 。 
先 取 节点 A, 杆 的 内 力 F 和 F, 未 知 。 列 平衡 方程 : 
2X=0, F,+Fcos 30° = 0 
2,Y=0, F, + Fisin 30° = 0 
代入 Fw 的 值 后 , 解 得 
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F, Е" Fp, 
{© P 
Fy F' B Ер, 
(b) (©) 
3—19 


F,=~-10kN, Е, =8.66 kN 
次 取 节 点 C, 杆 的 内 力 F, 和 F, 未 知 。 列 平衡 方程 : 
ЖЕ, =0, Е, соѕ 30°- F’,cos 30° = 0 
УЕ, =0, -—F,-(F,+ F,)sin 30° = 0 
ҚА Е, = Е, = -10kN, 解 得 
F,=-10kN, Fs=10kN 
再 取 节 点 ,只 有 一 个 杆 的 内 力 F, 未 知 。 列 平衡 方程 : 
УЕ, =0, F,- F, =0 
KA F, = Е, 值 后 ,得 
Е; =8.66 kN 
(3) 判断 各 杆 受 拉力 或 受 压力 
原 假定 各 杆 均 受 拉力 ,计算 结果 F,,F,,F, 为 正 值 , 表 明 杆 2,5,3 确 受 拉力 ;内 力 F, 和 
F, 的 结果 为 负 值 ,表明 杆 1 和 4 承受 压力 。 
(4) 校 核 计 算 结果 
解 出 各 杆 内 力 之 后 ,可 用 尚 余 节 点 的 平衡 方程 校 核 已 得 的 结果 。 例 如 ,对 节点 B 列 出 平 
衔 方程 (图 3- 19c) ,将 Е, = - 10 kN, F’, =8.66 kN 代入 , 若 平 衡 方程 
УЕ, =0,>F, =0 
得 到 满足 (用 计算 机 解 题 时 ,看 是 否 满足 精度 要 求 的 微量 。) , 则 计算 正确 。 
2. 截面 法 
如 只 要 求 计算 梅 架 内 某 几 个 杆 件 所 受 的 内 力 ,可 以 适当 地 选取 一 截面 ,假想 
地 把 杭 架 截 开 ,再 考虑 其 中 任 一 部 分 的 平衡 , 求 出 这 些 被 截 杆 件 的 内 力 , 这 就 是 
截面 法 。 
例 3-11 如 图 3~20a 所 示 平面 梅 架 ,各 杆 件 的 长 度 都 等 于 1 m。 在 节点 Е,С,Е 上 分 
别 作 用 载荷 Fe = 10 kN, Fe =7 kN, F, =5 kN。 试 计算 杆 1,2 和 3 的 内 力 。 
解 ; 先 求 桩 架 的 支 座 反 力 , 以 杭 架 整体 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 3- 20a。 列 出 平衡 方程 : 
DF,=0, Fi.+F:=0 
ZF,=0, Fa + Fa - Fe - Fy =0 
УМь(Е) =0, Fe-2 m+ Fe'l m— Е, :3 т Fysin 60°*1 m=0 


图 3-20 


解 得 
Fu = -5kN， Fu=7.557 КМ, F, =9.44 kN 
为 求 杆 1,2 和 3 的 内 力 , 可 作 一 截面 m -二 将 三 杆 截 断 。 选 取 术 架 左 半 部 为 研究 对 象 。 
假定 所 截断 的 三 杆 都 受 拉力 , 受 力 如 图 3 一 20b 所 示 ,为 一 平面 任意 力 系 。 列 平衡 方程 ; 
УМ:(Е) =0, — Е, зіп 60°*1 m- Е, 1 m=0 
УЕ =0, Fa + F,sin 60°- P, = 0 
>Mp(F)=0, Е: + m+ Ез "зіп 60°*1 m— Ел, *1.5 m+ Fa sin 60°* 1 m=0 
解 得 
Е, = -8.726 kN( 压 力 )， F,=2.821 kN( 拉 力 )， Ез =12.32 kN( 拉 力 ) 
如 选取 梅 架 的 右 半 部 为 研究 对 象 ,可 得 同样 的 结果 。 
同样 ,可 以 用 截面 截断 另外 三 根 杆 件 ,计算 其 他 各 杆 的 内 力 ,或 用 以 校 核 已 求 得 的 结果 。 
由 上 例 可 见 ,采用 截面 法 时 ,选择 适当 的 力矩 方程 , 常 可 较 快 地 求 得 某 些 指 
定 杆 件 的 内 力 。 当 然 ,应 注意 到 ,平面 任意 力 系 只 有 三 个 独立 的 平衡 方程 ,因而 ， 
作 截面 时 每 次 最 好 只 截断 三 根 内 力 未 知 的 杆 件 。 


小 结 


1. 力 的 平移 定理 :平移 一 力 的 同时 必须 附加 一 力 偶 ,附加 力 偶 的 矩 等 于 原 
来 的 力 对 新 作用 点 的 矩 。 

2. 平面 任意 力 系 向 平面 内 任 选 一 点 O 简化 ,一 般 情 况 下 ,可 得 一 个 力 和 一 
个 力 偶 , 这 个 力 等 于 该 力 系 的 主 矢 , 即 


作用 线 通 过 简化 中 心 О. 这 个 力 个 的 逢 等 于 该 该 力 系 对 于 点 O WE, , 即 


= X) Mo(F.) = > (ak, - УЕ.) 
3. 平面 任意 力 系 向 一 点 简化 ,可 能 出 现 的 四 种 情况 。 
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合成 结果 说 明 
ah 此 力 为 原 旋 系 的 合力 ,合力 作用 线 通 过 简化 中 
心 
合力 合力 作用 线 离 简化 中 心 的 距离 а=р?° 
ди LABHRARHSAR НЕШИ Е. 
矩 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 
平衡 


4. 平面 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 力 系 的 主 矢 和 对 于 任 一 点 的 主 


矩 都 等 于 零 Вр 


F, 


= Š F,=0, M= S Mo(F,)=0 
i=l i=l 


平面 任意 力 系 平衡 方程 的 一 般 形式 为 
SIF, =0, Ў F, =0, > Mo(F,)=0 
ZERA S Mu(P)=0， $ M,(F)=0, $) Fo-0 
其 中 z 轴 不 得 垂直 A ,B 两 点 连 线 ; 


ZERA Уу M,(F,)=0, >J M,(F,)=0,. Y) Me(F)-0 
其 中 ,A ,B,C 三 点 不 得 共 线 。 
5. 其 他 各 种 平面 力 系 都 是 平面 任意 力 系 的 特殊 情形 ,它们 的 平衡 方程 如 


下 : 
力 系 名 称 
共 线 力 系 


平面 力 偶 系 


平面 汇 交 力 系 


平面 平行 力 系 


平衡 方程 独立 方程 的 数目 


SF =0 1 
T 
SIM, =0 1 
izi 
SIF, =0, > F, =0 2 
f=] і=1 
У) в=0, У Mo(F,)=0 2 
isl i=l 


ee 
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6. 柱 架 由 二 力 杆 铵 接 构 成 。 求 平面 静 定 棉 架 各 杆 内 力 的 两 种 方法 : 

(1) 节点 法 :逐个 考虑 析 架 中 所 有 节点 的 平衡 ,应 用 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方 
程 求 出 各 杆 的 内 力 。 

(2) 截面 法 :截断 待 求 内 力 的 杆 件 , 将 检 架 截 制 为 两 部 分 , 取 其 中 的 一 部 分 
为 研究 对 象 ,应 用 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 求 出 被 截 制 各 杆 件 的 内 力 。 


思 考题 


3-1 某 平面 力 系 向 4,B 两 点 简化 的 主 矩 皆 为 零 ,此 力 系 简化 的 最 终结 果 可 能 是 一 个 
力 吗 ? 可 能 是 一 个 力 偶 吗 ?9 可 能 平衡 吗 ? 

3-2 平面 汇 交 力 系 向 汇 交 点 以 外 一 点 简化 ,其 结果 可 能 是 一 个 力 吗 ? 可 能 是 一 个 力 偶 
吗 ? 可 能 是 一 个 力 和 一 个 力 偶 吗 ? 

3-3 某 平面 力 系 向 同 平面 内 任 一 点 简化 的 结果 都 相同 ,此 力 系 简化 的 最 终结 果 可 能 是 
什么 ? 

3-4 用 力 系 向 一 点 简化 的 分 析 方 法 ,证 明 图 示 二 同 


A C 
向 平行 力 简化 的 最 终结 果 为 一 合力 F (13-21), ВЖ В 
_ F, _ CB F 
Fe=F +Е,, F, AG ү А 
# Fi > F,, 且 二 者 方向 相反 ,简化 结果 又 如 何 ? ? 
3-5 在 刚体 上 A,B,C 三 点 分 别 作 用 三 个 力 下 ,， F, 


F, ,F; ,各 力 的 方向 如 图 3 — 22 所 示 , 大 小 恰好 与 全 ABC 
的 边 长 成 比例 。 间 该 力 系 是 否 平衡 ? 为 什么 ? 


Æ 3-22 Æ 3-23 


3-6 力 系 如 图 3-23 所 示 。 且 Fi =F = 下, = 下 。 问 力 系 向 点 4 fi B 简化 的 结果 是 
什么 ? 二 者 是 否 等 效 ? 

3-7 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 中 ,可 否 取 两 个 力矩 方程 ,或 一 个 力矩 方程 和 一 个 投影 
方程 ? 这 时 ,其 矩 心 和 投影 轴 的 选择 有 什么 限制 ? 

3-8 你 从 哪些 方面 去 理解 平面 任意 力 系 只 有 3 个 独立 的 平衡 方程 ? 为 什么 说 任何 第 
四 个 方程 只 是 前 三 个 方程 的 线性 组 合 ? 

3-9 Вж, CB 上 分 别 作 用 一 力 偶 M (图 3- 24a) 或 力 F(E] 3 ~ 24b)。 
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“OR MH A ,B,C 的 约束 力 时 ,能 否 将 力 偶 MRI F 分 别 移 到 构件 AC E? 为 什么 ? 
3-10 怎样 判断 静 定 和 超 静 定 问 题 ? 图 3-25 所 示 的 6 种 情形 中 哪些 是 静 定 问题 , 哪 
些 是 超 静 定 问题 ? 
3-11 能 否 直 接 找 出 图 3 - 26 所 示 梅 架 中 内 力 为 零 的 杆 件 ? 


图 3-26 
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zJ 题 
3-1 ВЯ F,=150 N,F,=200 N,F,=300 N,F= F =200N。 求 力 系 向 点 O 的 简化 
结果 ,并 求 力 系 合力 的 大 小 及 其 与 原点 O 的 距离 d。 


(20,-30) 


题 3-2 图 


3-2 图 示 平 面 任意 力 系 中 F =40V2 N,F,=80N,F,=40N,F,=110N,M =2 000 
N'mm。 各 力作 用 位 置 如 图 所 示 中 。 求 ;(1) 力 系 向 点 O 简化 的 结果 ;(2) 力 系 的 合力 的 大 
小 方向 及 合力 作用 线 方 程 。 

3-3 ”如 图 所 示 , 当 飞机 作 稳 定 航行 时 ,所 有 作用 在 它 上 面 的 力 必须 相互 平衡 。 已 知 飞 
机 的 重量 为 P=30 kN, 螺 旋 桨 的 牵引 力 下 =4 kN。 飞 机 的 尺寸 :a =0.2 m,b=0.1m,c= 
0.05 m,!= Sm。 求 阻力 F, MERAH F, 和 尾部 的 升力 F... 


3-3 图 题 3-4 图 


3-4 在 图 示 刚 架 中 ,已 知 v=3 kN/m,F=6/2 kN,M=10 kN.m, 不 计 刚 架 自重 。 求 


© 本 书 各 图 中 按 有 关机 械 制 图 尺寸 注 法 规定 ,尺寸 单位 为 mm 时 ,不 需 标注 其 单位 mm. 
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固定 端 A 处 的 约束 力 。 
3-5 如 图 所 示 , 飞 机 机 姻 上 安装 一 台 发 动机 ,作用 在 机 器 OA 上 的 气动 力 按 梯形 分 布 : 
qı = 60 kN/m,q; =40 kN/m, Д3 Р, = 45 kN ,发 动机 重 P, = 20 kN ,发 动机 螺旋 桨 的 反 作 


FAFA M = 18 kN'm。 求 机 可 处 于 平衡 状态 时 ‚ЖН АБ ER O 所 受 的 力 。 


3-5 3-68 


3-6 无 重水 平 梁 的 支承 和 载荷 如 图 a,b 所 示 。 已 知 力 正 \ 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 和 强度 
为 g 的 均 布 载荷 。 求 支 座 A ЯП B 处 的 约束 力 。 | 

3-7 如 图 所 示 ,液压 式 汽车 起 重 机 全 部 固定 部 分 (包括 汽车 自重 ) 总 重 P, = 60 ЫМ, 
转 部 分 总 重 P, = 20 kN,a=1.4 m,b=0.4 т,/, =1.85 m,1 =1.4 mo 求 :(a) 当 尺 =3m， 
起 吊 重 量 P=50 kN 时 ,支撑 腿 А,В 所 受 地 面 的 支承 反 力 ;(b) 当 尺 =5 m 时 ,为 了 保证 起 重 
机 不 致 翻 倒 , 问 最 大 起 重量 为 多 大 ? 


题 3-7 图 


3-8 如 图 所 示 ,行动 式 起 重 机 不 计 平 衡 锤 的 重 为 P = 500 kN ,其 重心 在 离 右 轨 1.5 m 
处 。 起 重 机 的 起 重量 为 P, = 250 kN, 突 臂 伸 出 离 右 轨 10 m. 跑车 本 身 重 量 略 去 不 计 , 欲 使 
跑车 满载 或 空 载 时 起 重 机 均 不 致 翻 倒 , 求 平衡 锤 的 最 小 重量 P, 以 及 平衡 锤 到 左 轨 的 最 大 距 
离 Хо 

3-9 飞机 起 落架 ,尺寸 如 图 所 示 。 A,B,C HARE, + OA 垂直 于 A,B 连 线 。 当 飞 
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机 等 速 直 线 滑行 时 ,地 面 作用 于 轮 上 的 铅 直 正 压 力 Fy = 30 kN, 水 平 摩 擦 力 和 各 杆 自重 都 比 
较 小 ,可 略 去 不 计 。 求 A,B 两 处 的 约束 力 。 


题 3-10 图 


3-10 水 平 梁 AB REA 和 杆 BC 所 支持 ,如 图 所 示 。 在 梁 上 D 处 用 销 子安 装 半径 
为 r=0.1 m 的 滑轮 。 有 一 跨 过 滑轮 的 绳子 ,其 一 端 水 平地 系 于 墙 上 , 另 一 端 悬 挂 有 重 P= 
1 800 N 的 重 物 。 如 AD=0.2 m, BD=0.4 m, p=45, BAH AERA EE, RE 
БЕА 和 杆 BC 对 梁 的 约束 力 。 

3-11 如 图 所 示 , 组 合 梁 由 АС 和 DC 两 段 铵 接 构成 ,起 重 机 放 在 粱 上 。 已 知 起 重 机 重 
Р, =50 kN ,重心 在 铅 直线 EC L, EER P, = 10 kN。 如 不 计 梁 重 , 求 支 座 A,B ID = 


处 的 约束 力 。 
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题 3-11 图 题 3-12 图 


3-12 在 图 示 a,b 两 连续 粱 中 ,已 知 g,M,a 及 9, 不 计 梁 的 自重 , 求 各 连续 梁 在 A.B, 
C 三 处 的 约束 力 。 

3-13 由 AC 和 CD ЁН УЮШУ НЕС 连接 。 它 的 支承 和 受 力 如 图 所 示 。 已 知 
均 布 载荷 强度 q = 10 kN/m , 力 偶 矩 M = 40 kNm RHEE., REE A,B, D 的 约束 力 和 铵 
链 C 处 所 受 的 力 。 


题 3-13 图 题 3-14 图 


3-14 图 示 一 滑 道 连 杆 机 构 ,在 滑 道 连 杆 上 作用 着 水 平 力 了。 已 知 OA = ғ, ЖЕ 
为 8, 机 构 重 量 和 各 处 摩擦 均 不 计 。 试 求 当 机 构 平衡 时 ,作用 在 曲柄 OA 上 的 力 偶 矩 M 与 角 
0 之 间 的 关系 。 

3-15 如 图 所 示 FL OLA MAR AB 长 600 mm。 设 机 构 工 作 时 石 块 施 于 板 的 垂直 
力 F=1000 N, X BC= CD = 600 mm, ОЕ = 100 mm。 略 去 各 杆 的 重量 , 试 根据 平衡 条 件 计 
算 在 图 示 位 置 时 电机 作用 力 偶 矩 M 的 大 小 。 

3-16 图 示 传 动机 构 , 已 知 带 轮 工 , 开 的 半径 各 为 r, ,r: , 鼓 轮 半径 为 ,物体 A BH 
了 ,两 轮 的 重心 均 位 于 转轴 上 。 求 匀速 提升 A 物 时 在 工 轮 上 所 需 施 加 的 力 偶 矩 M 的 大 小 。 

3-17 图 示 为 一 种 闸门 启 闭 设备 的 传动 系统 。 已 知 各 齿轮 的 半径 分 别 为 rror, 
r4, 鼓 轮 的 半径 为 =, 闸门 重 了 ,齿轮 的 压力 角 为 9, 不 计 各 齿轮 的 自重 。 求 最 小 的 启 门 力 偶 
Æ M 及 轴 O, 的 约束 力 。 
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题 3--17 图 


3-18 WAAR, = eh ERM = + eee А,В,С 构成 ,已 知 每 半 拱 重 P= 300 
kN, =32т,һ=10 m。 求 支 座 А,В 的 约束 力 。 

3-19 构架 由 杆 АВ, АС 和 DF БЕТТ, ШАТ, Е ЕЕ 上 作用 一 力 偶 矩 为 M 
的 力 偶 , 不 计 各 杆 的 重量 。 求 杆 AB БЕВА, р 和 B 所 受 的 力 。 

3-20 构架 由 杆 AB,AC 和 DF 组 成 ,如 图 所 示 。 杆 DF EKATE TEI AC HGH 
MARS ,不 计 各 杆 的 重量 ,在 水 平 杆 DF 的 一 端 作用 铝 直 力 F。 求 铝 直 杆 AB БЕВА, D 
AB 所 受 的 力 。 

3-21 图 示 构 架 中 ,物体 重 1200 N ,由 细 绳 跨 过 滑轮 E 而 水 平 系 于 墙 上 ,尺寸 如 图 ,不 
计 杆 和 滑轮 的 重量 。 求 支承 A 和 B 处 的 约束 力 ,以 及 杆 BC 的 内 力 Fao 

3-22 如 图 所 示 两 等 长 杆 AB 与 BC ERB AREER, REHM DLE 两 点 连 一 弹 
筑 。 弹 簧 的 刚度 系数 为 &, 当 距离 AC 等 于 a 时 ,弹簧 内 拉力 为 零 。 点 C 作用 一 水 平 力 正 , 设 
AB= 1,BD= 6b, 丁 重 不 计 。 求 系统 平衡 时 距离 AC 之 值 。 
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题 3-21 图 题 3-22 图 


3-23 不 计 图 示 构 架 中 各 杆 件 重量 , 力 Е=40 kN, SRM, ЖЕБЕ A,B, CA 
受 的 力 。 


3-24 在 图 示 构 架 中 ,4A,C,D, 忆 处 为 铵 链 连 接 , BD 杆 上 的 销 钉 B # + AC 杆 的 光滑 
槽 内 , 力 下 =200 N, 力 偶 矩 М = 100 Nm, 不 计 各 构件 重量 ,各 尺寸 如 图 25。 求 A,B,C 处 所 
受 的 力 。 

3-25 如 图 所 示 , 用 三 根 杆 连接 成 一 构架 ,各 连接 点 均 为 贸 链 ,B 处 接触 表面 光滑 ,不 计 
各 杆 的 重量 。 狗 中 尺寸 单位 为 m. REED 所 受 的 力 。 

3-26 图 示 结 构 由 直角 弯 杆 DAB 与 直 杆 BC, CD ПАЙ, E A 处 与 B 处 用 固定 
BEX E FET oh EAE FF DC 受 均 布 载荷 的 作用 , 杆 BC REAM = да? 的 力 偶 作用 。 
ЖУНИ BH, Е р 所 受 的 力 。 

3-27 在 图 示 构 架 中 ,各 杆 单位 长 度 的 重量 为 300 Nim, RA P = 10 kN, A 处 为 固定 
端 ,B,C,D SASH. RAER A 处 及 B,C 铵 链 处 的 约束 力 。 


题 3-27 图 


`3-28 图 示 结 构 位 于 铅 垂 面 内 ,由 杆 AB, CD RS TBF BCE 组 成 ,不 计 各 杆 的 自 
重 。 已 知 载荷 Fi ,F,,M 及 尺寸 4, 目 M= Fia,F, 作用 于 销 钉 B 上 。 求 :(1) 固定 端 A 处 
的 约束 力 ;(2) 销 钉 ВЗ} AB 及 工 形 杆 的 作用 力 。 
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题 3-28 图 题 3-29 图 


"3-29 图 示 构 架 , 由 直 杆 BC, CD ЖИЛ АВ 组 成 ,各 杆 自重 不 计 ,载荷 分 布 及 尺 
寸 如 图 。 销 钉 B 穿 透 4B 及 BC 两 构件 ,在 销 钉 B 上 作用 一 锁 垂 力 下 。 已 知 q, a M.B M= 
qa”。 求 固定 端 A 的 约束 力 及 销 钉 B ВС, AB 的 作用 力 。 

3-30 HEMI ABC ,DE , 直 杆 CD 及 滑轮 组 成 的 结构 如 图 所 示 , 杆 AB 上 作用 有 
水 平均 布 载荷 g。 不 计 各 构件 的 重量 ,在 D 处 作用 一 铝 垂 力 F, 在 滑轮 上 悬 吊 一 重 为 P 的 重 
物 ,滑轮 的 半径 >=a, 且 P=2F,CO=OD。 求 支 座 下 及 固定 端 A HARA. 


题 3- 30 图 题 3-31 图 


3-31 构架 尺寸 如 图 所 示 ( 尺 寸 单 位 为 m) ,不 计 各 杆 件 自重 ,载荷 下 =60 kN, А, Е 
RRHH ВЮ, BC 的 内 力 。 

3-32 构架 尺寸 如 图 所 示 ( 尺 寸 单位 为 m) ,不 计 各 构件 自重 ,载荷 F = 120 kN, F, = 
75 kN。 求 AC RAD 两 杆 所 受 的 力 。 

3-33 图 示 挖 据 机 计算 简 图 中 , 控 斗 载荷 P= 12.2509 ,作用 于 G 点 ,尺寸 如 图 (尺寸 单 
位 为 m) ,不 计 各 构件 自重 。 求 在 图 示 位 置 平衡 时 杆 EF 和 AD 所 受 的 力 。 

3-34 平面 悬 璧 术 架 所 受 的 载荷 如 图 所 示 。 求 杆 1,2 和 3 的 内 力 。 
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Em 3 — 34 El 题 3-35 图 


3-35 FRR AMA AR. АВС 为 等 边 三 角形 , 且 AD = рв, ЖЕР CD 的 内 力 。 
3 一 36 平面 杭 架 尺寸 如 图 所 示 ( 尺 寸 单位 为 mm) ,载荷 F, =240 ЕМ, F, = 720 kN, it 
最 简便 的 方法 求 杆 BD 及 BE 的 内 力 。 
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题 3-36 图 


3-37 术 架 受 力 如 图 所 示 , 已 知 Е, = 10 kN, F, = F, =20 kN, RRHH 4,5,7,10 各 
PRADA. 


题 3-37 图 


3-38 平面 析 架 的 支 座 和 载荷 如 图 所 示 , 求 杆 1,2 和 3 的 内 力 。 
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本 章 将 研究 空间 力 系 的 简化 和 平衡 条 件 。 
与 平面 力 系 一 样 ,可 以 把 空间 力 系 分 为 空间 汇 交 力 系 .空间 力 偶 系 和 空间 任 
意 力 系 来 研究 。 


§4-1 空间 汇 交 力 系 


1. 力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 
SEMA F 与 正 交 坐标 系 Ory: 三 轴 间 的 夹 角 , 则 可 用 直接 投影 法 。 即 
Е„ = Есоз (F,i), F,=Fcos (F,j), F,=Fcos(F,k) (4-1) 
ЛЕ Уч Ох, Oy 闻 的 夹 角 不 易 确定 时 ,可 把 力 F 先 投 影 到 坐标 平 
面 Ozy 上 ,得 到 力 F. ,然后 再 把 这 个 力 投影 到 х,у 轴 上 ,此 为 间接 投影 法 。 在 
图 4-1 中 ,已 知 角 y 和 9, 则 力 下 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 
Е, = Fsin Y cos ф 
F, = Fsin Y sin 9 (4-2) 
F. = Fcos у 
例 4-1 图 4-2 所 示 的 圆柱 斜 齿 轮 ,其 上 受 吐 合力 
下 的 作用 。 已 知 斜 齿轮 的 齿 倾 角 ( 螺 旋 角 )8 和 压力 角 9， 
BRA FE, y, z 轴 的 投影 。 
解 : 先 将 力 F B] z RAM Ory 平面 投影 ,得 
F. = - Езїп ө, F,, = Есоѕ 0 
再 将 力 F. B] >, у 轴 投 影 ,得 
F, = F,,cos B= Fcos 0 cos 8 
F, = — F,,sin B= - Fcos 0 sin 8 
2. 空间 汇 交 力 系 的 合力 与 平衡 条 件 
将 平面 汇 交 力 系 的 合成 法 则 扩展 到 空间 ,可 
得 :空间 汇 交 力 系 的 合力 等 于 各 分 力 的 矢量 和 ,合力 的 作用 线 通 过 汇 交 点 。 合 
矢 为 


Ё 4-1 


Е.Е, +F, + +F, = >` F, (4-3) 
i=l 
或 F. = DZ Fait ZF, j+ DF yk (4-4) 
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REoBE,2F, 2 F, DFE NS JF, W x,y,z WB 
的 投影 。 由 此 可 得 合力 的 大 小 和 方向 余弦 为 
F. = /(2>F,.)° + (Е, ) + (22 Fay 


XF 
Fr 
УР, 
Frj) = = 
cos ( Rod) Е, 


F. 
соз (Fk) = = = 


cos (F,,i)= 


(4-5) Al 4-2 
14-2 在 刚体 上 作用 有 四 个 汇 交 力 ,它们 在 坐标 轴 上 的 投影 如 下 表 所 示 , 试 求 这 四 个 
力 的 合力 的 大 小 和 方向 。 


B: 由 上 表 得 


DF, =5 kN 
УЕ, =30 kN 
Е =F, =6 kN 
代入 式 4-35 得 合力 的 大 小 和 方向 余弦 为 
Fr =31 kN 
соз (Fri) = ar, сов (Fa,j)= 30, соз (Fp sk) = зү 
由 此 得 夹 角 
(Fr,i)=80°43’, (Fr,j)=14°36, (Fr,k)=78°50’ 
由 于 一 般 空间 汇 交 力 系 合成 为 一 个 合力 ,因此 ,空间 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 
充分 条 件 为 :该 力 系 的 合力 等 于 零 , 即 w 
Е, = UF, =0 О (4—6) 


由 式 (4 一 5) 可 知 , 为 使 合力 Fe 为 零 , 必 须 同 时 满足 ， 
УЕ. =0, OF,=0, УЕ, =0 (4-7) 


空间 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 为 :该 力 系 中 所 有 各 力 在 三 个 坐标 轴 上 的 
投影 的 代数 和 分 别 等 于 零 。 式 (4 -7) 称 为 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 (为 便于 书写 ， 
下 标 i FR). : 
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应 用 解析 法 求解 空间 汇 交 力 系 的 平衡 问题 的 步骤 ,与 平面 汇 交 力 系 问题 相 
同 , 只 不 过 需 列 出 三 个 平衡 方程 ,可 求解 三 个 未 知 量 。 

例 4-3 如 图 4-3a 所 示 , 用 起 重 杆 吊 起 重 物 。 起 重 杆 的 A КЫРК ЕЕЕ SEL, 
而 B 端 则 用 强 CB 和 DB 拉 住 ,两 绳 分 别 系 在 墙 上 的 点 CHD, ÆR CD 平行 于 zx 轴 。 E Hi: 
СЕ = EB = DE ,0 = 30° ,CDB 平面 与 水 平面 间 的 夹 角 人 EBF = 30"( 参 见 图 4- 3b), 物 重 P= 
10 kN。 如 起 重 杆 的 重量 不 计 , 试 求 起 重 杆 所 受 的 压力 和 绳子 的 拉力 。 


(a) (b) 


解 : 取 起 重 杆 AB 与 重 物 为 研究 对 象 ,其 上 受 有 主动 力 P,B ЖОЖДУН F, 与 F,; PR 
REA 的 约束 力 方向 一 般 不 能 预先 确定 ,可 用 三 个 正 交 分 力 表 示 。 本 题 中 ,由 于 杆 重 不 计 ， 
又 只 在 A,B 两 端 受 力 ,所 以 起 重 杆 AB 为 二 力 构 件 , 球 匀 A 对 杆 AB 的 反 力 F, 必 沿 A,B Ж 
Ro Р,Е,,Е, 和 F, 四 个 力 汇 交 于 点 B, 为 一 空间 汇 交 力 系 。 

取 坐 标 轴 如 图 所 示 。 由 已 知 条 件 知 :人 CBE = 人 DBE =45", 列 平衡 方程 : 

УЕ, =0, Е, зіп 45° — Е, sin 45°=0 . 
УЕ, =0, Fsin 30°— F, cos 45°cos 30° — Е, соз 45°cos 30° = 0 
УЕ, =0, F,cos 45°sin 30° + F соѕ 45°sin 30° + F, cos 30° — P = 0 
求解 上 面 的 三 个 平衡 方程 ,得 
F = F,=3.536 kN, Е, =8.66 kN 
Е, 为 正 值 , 说 明 图 中 所 设 F 的 方向 正确 , 杆 AB 受 压 力 。 


$4-2 力 对 点 的 矩 和 力 对 轴 的 矩 


1. 力 对 点 的 抢 以 矢量 表示 一 一 力矩 和 
对 于 平面 力 系 ,用 代数 量 表示 力 对 点 的 矩 足以 概括 它 的 全 部 要 素 。 但 是 在 
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空间 情况 下 ,不仅 要 考虑 力矩 的 大 小 、 转 向 ,而 且 还 要 注意 力 与 矩 心 所 组 成 的 平 
面 ( 力 和 矩 作 用 面 ) 的 方位 。 方 位 不 同 , 即 使 力矩 大 小 一 样 ,作用 效果 将 完全 不 同 。 
这 三 个 因素 可 以 用 力矩 矢 Mo (F) 来 描述 。 其 中 矢量 的 模 即 | Mo(F)| = Е.А = 
2А soas ;矢量 的 方位 和 力矩 作用 面 的 法 线 方向 相 辣 ;矢量 的 指向 按 右 手 螺旋 法 
则 来 确定 ,如 图 4 一 4 所 示 。 

由 图 4 一 4 易 见 ,以 r 表示 力作 用 点 A DER 
径 , 则 矢 积 rx F 的 模 等 于 三 角形 OAB 面积 的 两 
倍 ,其 方向 与 力矩 矢 一 致 。 因 此 可 得 

М,(Е) = гхЕ (4-8) 

ERA AX КНК К, AO 
RETRDIABKARARBKES KAW REE, 

BUD O 为 原点 , 作 空 间 直 角 坐 标 系 Олуг 
如 图 4-4 所 示 。 设 力作 用 点 A 的 坐标 为 A(z,y， 
2) , 力 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 F, F,, F, 
MR r 和 力 F 分别 为 


r = хі + yj + zk 
F=F.i+ Fj + Fk 
RAK(4-8) ,并 采用 行列 式 形式 ,得 


i j k 
Mo(F)=rXF=|x y z 
F, F, Е, 

= (УЕ, — zF,)i + (zF. — 2F,)j + (2F, — yF.)k (4-9) 


由 上 式 可 知 ,单位 矢量 让, 了 ,上 前 面 的 三 个 系数 ,应 分 别 表示 力矩 矢 M.(F) 
在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 Вр 
[М,(Е)], = yF, ~ zF, 
[ Mo (F)], = =F, - zF, 
[ Mo (F)]. = zF, — yF, 
由 于 力矩 矢量 Mo。《F) 的 大 小 和 方向 都 与 矩 心 O 的 位 置 有 关 , 故 力矩 矢 的 
始 端 必须 在 矩 心 ,不 可 任意 挪动 ,这 种 矢量 称 为 定位 矢量 。 
2. FARA 
工程 中 ,经 常 遇 到 刚体 绕 定 轴 转 动 的 情形 ,为 了 度量 力 对 绕 定 轴 转 动 刚体 的 
作用 效果 ,必须 了 解 力 对 轴 的 矩 的 概念 。 
现 计算 作用 在 斜 齿轮 上 的 力 下 对 >z 轴 的 矩 。 根 据 合力 矩 定理 ,将 力 正 分解 
为 F. SF, ,其 中 分 力 F. 平行 z 轴 , 不 能 使 静止 的 齿轮 转动 , 故 它 对 z HS E 


(4-10) 


ee e e а 
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AF; RABE z 轴 的 分 力 FF, 对 zz HASTA F,, 对 轮 心 C 的 和 矩 ( 图 4- 
Sa), 一般 情况 下 ,可 先 将 空间 一 力 五 ,投影 到 垂直 于 = 轴 的 Оху 平面 内 ,得 力 
下. ;再 将 力 F,, 对 平面 与 轴 的 交点 O RE 4- 5b)。 以 符号 M. (五 ) 表 示 力 对 
z 轴 的 矩 , 即 


М.(Е) = М,(Е,,) = +F „h= *2A.o (4-11) 
Fa RA BAY ZE SLD се ЗА Б) ЖЕН ТОНЕ E ,是 一 个 
的 交点 的 短 。 其 下 负 号 如 下 确定 :从 = HEME AWARD eile 
如 图 4-~Sc 所 示 ,拇指 指向 与 z 轴 一 致 为 正 , 反 之 为 负 。 

力 对 轴 的 和 矩 等 于 零 的 情形 ;(1) 当 力 与 轴 相 交 时 (此 时 有 =0);(2) 当 力 与 轴 
平行 时 (此 时 | 下 ,| =0)。 这 两 种 情形 可 以 合 起 来 说 : 当 力 与 轴 在 同一 平面 时 , 力 
对 该 轴 的 矩 等 于 零 。 

力 对 轴 的 矩 的 单位 为 N+m。 

力 对 轴 的 拓也 可 用 解析 式 表 示 。 设 力 下 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 F,, 
F, ,下 . ,力作 用 点 A 的 坐标 为 zyy,z, 如 图 4-6 所 示 。 根据 式 (4-11) ,得 

M.(F)= М,(Е,,) = Mo (F, ) + Mo (F, ) 
Rp 
M. (F) = zF, ~ yF, 
同 理 可 得 其 余 二 式 。 将 此 三 式 合 写 为 
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M, (F) = yF,- zF, 
MDEE | (4-12) 
M, (F) = zF, - yF, 

以 上 三 式 是 计算 力 对 轴 之 和 矩 的 解析 式 。 

例 4-4 手柄 ABCE EFM Ary 内 ,在 D 处 作用 一 
个 力 下 ,如 图 4-7 所 示 , 它 在 垂直 于 у 轴 的 平面 内 ,偏离 
铝 直 线 的 角度 为 9, 如果 CD = а,Ж BC 平行 于 x 轴 , 杆 
CE 平行 于 y 轴 , AB 和 BC HKERST 1. RRA FM х 
х,у, 298%. 

解 : 力 下 在 z,y,z 轴 上 的 投影 为 图 4-6 

Е, = Езіп 0, F,=0, Е, = – Feos Ө 


力作 用 点 D 的 坐标 为 


z=-l, y=l+a, z=0 


代入 式 (4- 12) ,得 
M, (F) = yF,- zF, = (1 + a)( — Есоѕ 0) -0= ~ F(1 + а)соз 0 
M,(F) = zF, - zF, =0- ( - 1)( - Feos 0)= ~ Fleos 0 
M,(F)= zF, – yF, =0- (1+ a)(Fsin 0)= — Е(1 + a)sin 0 
本 题 亦 可 直接 按 力 对 轴 之 矩 的 定义 计算 。 
3. AM AMES ATT KA RM BHR 
比较 式 (4 -10) 与 (4 一 12), 可 得 
[Mo(F)],= M, (F) 
[Mo (F)], = M,(F) (4-13) 
[Mo (F)], = М,(Е) 
士 式 说 明 : 力 对 点 的 抢 矢 在 通过 该 点 的 某 轴 上 的 投影 ,等 于 力 对 该 轴 的 矩 。 
式 (4- 13) 建 立 了 力 对 点 的 矩 与 力 对 轴 的 和 矩 之 问 的 关系 。 
如 果 力 对 通过 点 O 的 直角 坐标 轴 zx,y,z 的 矩 是 已 知 的 , 则 可 求 得 该 力 对 
点 О 的 矩 的 大 小 和 方向 余弦 为 
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IMo(F)|=|Mo!= ум, (Р) +[M,(F)] +[M.(F)]' 

М, (Е) 

МХЕ)’ 

М, (Е) (4-14) 
cos (Mo ,7) = Т CYT” ， 

М, (Е) 

Mo F) 


cos (Mo ,i) = 


cos (Mo ,k) = 


§4-3 空间 力 偶 


1. 力 偶 矩 以 矢量 表示 AREER 
空间 力 偶 对 刚体 的 作用 效应 ,可 用 力 偶 矩 矢 来 度量 , 即 用力 偶 中 的 两 个 力 对 
空间 某 点 之 矩 的 矢量 和 来 度量 。 设 有 空间 力 偶 ( 王 , 正 ") ,其 力 偶 臂 为 如, 如 图 4- 
Ва 所 示 。 力 偶 对 空间 任 一 点 O 的 矩 矢 为 Mo (F, F), Ш 
Mo(F,F’)=Mo(F)+ Mo (F )= r, X F + r; XF 
H T F'= 一 F, 故 上 式 可 改写 为 
Mo(F,F')= (r, — rg) X F = rag X F (sk Tap XF’) 


图 4-8 


计算 表明 , 力 偶 对 空间 任 一 点 的 矩 矢 与 矩 心 无 关 ,以 记号 М(Е, Е) M 表示 
力 偶 矩 矢 , 则 
M=r,, X F (4-15) 
由 于 矢 M 无 需 确定 矢 的 初 端 位 置 ,这 样 的 矢量 称 为 自由 矢量 ,如 图 4- 8b 所 示 。 
总 之 ,空间 力 偶 对 刚体 的 作用 效果 决定 于 下 列 三 个 因素 : 
(1) ХЕ, ЖКА M= Fd = 2А, (8 4-8b); 
(2) 矢量 的 方位 与 力 偶 作用 面相 垂直 (图 4- ВЬ); 


80 第 四 章 空间 力 系 


(3) 矢量 的 指向 与 力 偶 的 转向 的 关系 服从 右手 螺旋 法 则 ,如 图 4-8c 所 示 。 

2. 空间 力 偶 等 效 定理 

由 于 空间 力 偶 对 刚体 的 作用 效果 完全 由 力 偶 矩 矢 来 确定 ,而 力 偶 矩 拓 是 自 
由 矢量 ,因此 两 个 空间 力 偶 不 论 作 用 在 刚体 的 什么 位 置 ,也 不 论 力 的 大 小 、 方 向 
及 力 偶 臂 的 大 小 ,只 要 力 偶 矩 矢 相等 ,就 等 效 。 这 就 是 空间 力 偶 等 效 定理 , 即 作 
用 在 同一 刚体 上 上 的 两 个 空间 力 偶 , 如 果 其 力 偶 撼 矢 相等 , 则 它们 彼此 等 效 。 

这 一 定理 表明 :空间 力 偶 可 以 平移 到 与 其 作用 面 平行 的 任意 平面 上 而 不 改 
变 力 偶 对 刚体 的 作用 效果 ;也 可 以 同时 改变 力 与 力 偶 臂 的 大 小 或 将 力 偶 在 其 作 
用 面 内 任意 移 转 ,只 要 力 偶 矩 和 撩 的 大 小 .方向 不 变 ,其 作用 效果 就 不 变 。 可 见 , 力 
偶 矩 矢 是 空间 力 偶 作 用 效果 的 唯一 度量 。 

3. 空间 力 偶 系 的 合成 与 平衡 条 件 

任意 个 字 间 分 布 的 力 侦 可 合成 为 二 个 合力 偶 , 合 力 偶 矩 矢 等 于 各 分 力 个 算 
矢 的 矢量 和 , 即 


M=M,+M,+--+ M, = >; M, (4-16) 


TEA: RAR M, 和 M, 的 两 个 力 偶 分 别 作用 在 相交 的 平面 和 开 内 ,如 
图 4-9 所 示 。 首 先 证 明 它们 合成 的 结果 为 一 力 偶 。 为 此 ,在 这 两 平面 的 交 线 上 
取 任 意 线段 АВ = d ,利用 力 偶 的 等 效 条 件 , 将 两 力 偶 各 在 其 作用 面 内 等 效 移 转 
和 变换 ,使 它们 具有 共同 的 力 偶 臂 d , 令 М, =M(F,, F1), M, =M(F,,F,), 
再 分 别 合 成 A.B 两 点 的 汇 交 力 ,得 Fe = F, +F,,F. = FI + Fi. Н 4-9 E 
ЯЕ. 二 一 Fk, 由 此 组 成 一 个 合力 偶 (F Fo), CEBEK, SEEN 
M。 由 图 4~9 易 得 


和 


§4-3 空间 力 偶 81 


M = rpa X Fy = rs X (F, + F,) = M, + M, 
上 式 证 得 :合力 偶 矩 矢 等 于 原 有 两 力 偶 矩 矢 的 矢量 和 。 
如 有 n 个 空间 力 偶 ,可 逐次 合成 , 则 式 (4- 16) 得 证 。 
TBR HBT RIA A 
M = M,i + M,j+ M.k (4-17) 
WA 4-16 分别 向 х,у, MRE A 


М, = М. + Ma ++ Ma = SM. 
i=l 
M, = M,, +M, ++ M,, = 5 M, (4-18) 
i=} 


M. =M, + М, +++ + Mn = >), 


BIG ARIE x,y,z bh FBR F A 3) Hy СГ 应 轴 上 投影 的 代数 和 
(为 便于 书写 ,下 标 i TWH). 

例 4-5 工件 如 图 4- 10a 所 示 , 它 的 四 个 面 上 同时 钴 五 个 孔 ,每 个 孔 所 受 的 切削 力 侦 
矩 均 为 80 Nm。 求 工件 所 受 合力 偶 的 抢 在 x,y,z 轴 上 的 投影 M, , M, , M, o 


(b) 


图 4-10 


解 ; 将 作用 在 四 个 面 上 的 力 偶 用 力 偶 矩 矢量 表示 ,并 将 它们 平行 移 到 点 A, 如 图 4- 
10b 所 示 。 根 据 式 (4 ~ 18) ,得 
M, = М, = - M, – М,соѕ 45° — Mscos 45° = -193.1 Nem 
M, =M, = — M; = -80 Nem 
M, => M, = - M, - Моа М; соѕ 45° = — 193.1 Nem 
FS BAAS A EE SE gn 
CARER BNWEO DAMES TS HWE DARE RAE IS 
Вр 
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У М, =0 (4-19) 
欲 使 上 式 成 立 ,必须 则 时 满足 : 


>; м, =0, >) м,= 0, >) M,=0 (4-20) 

上 式 为 空间 力 个 系 的 平衡 方程 。 即 空间 力 偶 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 为 ， BA 
AR 中 所 有 各 力 偶 矩 矢 在 三 个 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 分 别 等 于 零 (为 便于 书写 ， 
下 标 i 可 上 略 去 )。 

上 述 三 个 独立 的 平衡 方程 可 求解 三 个 未 知 量 。 

例 4-6 O, HO, 圆 盘 与 水 平 轴 АВ 固 连 ,O, 盘面 垂直 于 z 轴 , О, 盘面 垂直 于 + 轴 ， 
盘面 上 分 别 作用 有 力 偶 ( 开 ,Fi )、(F, ,下 ;), 如 图 4- 11а 所 示 。 如 两 盘 半 径 均 为 200 mm, Е, 
=3 N,F,=5 N,AB= 800 mm, AHMAR. RK A 和 B 处 的 约束 力 。 


4-11 


М: 取 整 体 为 研究 对 象 ,由 于 构件 自重 不 计 ,主动 力 为 两 力 偶 , 由 力 偶 只 能 由 力 偶 来 平 
GER ,轴承 А,В 处 的 约束 力也 应 形成 力 偶 。 设 A,B Shi AEA Fa. Fac, Foe p Foes 
方向 如 图 4- 11b 所 示 ,由 力 偶 系 的 平衡 方程 ,有 

УМ, =0, 400 mmF, - 800 mm Fa, = 0 
УМ, =0, 400 mmF; + 800 mmF,, = 0 


Fa = Еһ = 1.5 М, Fa, = Е =2.5 N 
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§4-4 空间 任意 力 系 向 一 点 的 简化 . 主 失 和 主 矩 


1. 空间 任意 力 系 向 一 点 的 简化 

刚体 上 作用 空间 任意 力 系 FF ,F,,…,F, (图 4 一 12a)。 应 用 力 的 平移 定理 ， 
依次 将 各 力 向 简化 中 心 O 平移 ,同时 附加 一 个 相应 的 力 偶 。 这 样 ,原来 的 空间 
任意 力 系 被 空间 汇 交 力 系 和 空间 力 偶 系 两 个 简单 力 系 等 效 蔡 换 , 如 图 4- 12b 所 
示 。 其 中 


Fí = F, 

М; = Mo(F,) 
作用 于 点 О 的 空间 汇 交 力 系 可 合成 一 力 F4( 图 4 - 12c) ,此 力 的 作用 线 通过 点 
O ,其 大 小 和 方向 等 于 力 系 的 主 矢 , 即 


(i=1,2,.…,n) 


= 2) к= 2) Rit Ot Fk (4-21) 
пиала тава LHE 4 ~ 120). 其 力 个 矩 矢 等 于 原 力 系 
对 点 O ВЕЖ, В 


= X M, = >) M (F)= У G, XF.) (4-22) 
изле дыка 9) ,有 
Mo = > (iF - 2:Р,) + > (2Е, - xz,F.,)j + > (2,F, ~ yF..)k 


(4-22) 
空 利 任意 力 系 向 任 一 点 O 简化 ,可 得 一 力 和 一 力 偶 。 这 个 力 的 大 小 和 方向 等 于 
BARWER, ,作用 线 通过 简化 中 心 O; 这 力 偶 的 和 矩 矢 等 于 该 力 系 对 简化 中 心 
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的 主打。 与 平面 任意 力 系 一 梯 , 主 舌 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 , 主 扰 一 般 与 简化 中 
式 (4 一 22) 中 ,单位 矢量 i ,j,k 前 的 系数 , 即 主 矩 Mo 沿 z,y,z 轴 的 投影 ， 
也 等 于 力 系 各 力 对 х,у, 轴 之 矩 的 代数 和 2 M,(F),2M,(F),2M.(F)。 


如 果 将 力 系 向 另 一 点 D 简化 , 设 OD = ro。 显然 主 矢 仍 为 Fo, EESTE 
力 系 对 点 DD 的 力矩 的 矢量 和 。 亦 可 利用 力 的 平移 定理 将 简化 至 点 O 的 力 和 力 
ВР р, НУЖА р ЛИНЕ 

M, = Mo - rp X FR EÑ Mo = Mp + r; X FR 

下 面 通过 作用 在 飞机 上 的 力 系 说 明 空 间 任意 力 系 简化 结果 的 实际 意义 。 飞 
机 在 飞行 时 受到 重力 升力 .推力 和 阻力 等 力 组 成 的 空间 任意 力 系 的 作用 。 通 过 
其 重心 O ЕЙ Жл Ж Ozyz ,如 图 4 一 13 所 示 。 将 力 系 向 飞机 的 重心 O W 
化 ,可 得 一 力 Fs 和 一 力 偶 , 其 力 偶 矩 矢 为 Mo 。 如 果 将 这 力 和 力 偶 矩 矢 向 上 述 
三 坐标 轴 分 解 , 则 得 到 三 个 作用 于 重心 O 的 正 交 分 力 Fe. Fry Fk。 和 三 个 绕 坐 
标 轴 的 力 偶 矩 Мо, , Mo, ,Mo.。 可 以 看 出 它们 的 意义 是 


图 4 一 13 
Fg, 一 一 有 效 推进 力 ; Fe — AAAH: Р. —— 2; 
Мо. BRA; Мо, — ЙЛ; Мо. —— ЛЖ. 


2. 空间 任意 力 系 的 简化 结果 分 析 

空间 任意 力 系 向 一 点 简化 可 能 出 现下 列 四 种 情况 , 即 (1) Е, = 0, Mo 40; 
(2) FR#0,Mo =0; (3) Е. 50, Mo 天 0;(4) Е, =0, M. =0。 现 分 别 加 以 讨 
论 。 | 

(1) 空间 任意 力 系 简化 为 一 合力 偶 的 情形 | 

当空 间 任 意 力 系 向 任 一 点 简化 时 ER F. = 10, 主 矩 M, 关 0, 这 时 得 一 与 
原 力 系 等 效 的 合力 偶 , 其 合力 偶 抢 矢 等 于 原 力 系 对 简化 中 心 的 主 矩 。 由 于 力 偶 
和 矩 矢 与 矩 心 位 置 无 关 , 因 此 ,在 这 种 情况 下 , 主 矩 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 。 
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(2) 空间 任意 力 系 简化 为 一 合力 的 情形 
当空 间 任 意 力 系 向 任 一 点 简化 时 , 若 主 矢 F,A0, MER Mç =0, 这 时 得 一 
与 原 力 系 等 效 的 合力 ,合力 的 作用 线 通过 简化 中 心 O ,其 大 小 和 方向 等 于 原 力 


系 的 主 矢 。 
F” O FR 
=/ ols [= 
(b) (с) 


图 4- 14 


若 空间 任意 力 系 向 一 点 简化 的 结果 为 主 矢 Е„5®0,Х ЖБ Mo 去 0, 且 FLL 
Mo( 图 4- 14a)。 这 时 , 力 Е, 和 力 偶 矩 矢 为 Mo 的 力 偶 (F ,下 ) 在 同一 平面 
内 (图 4-14b) ,可 将 力 Е, 与 力 偶 (F%, Fs) 进一步 合成 ,得 作用 于 点 0“ 的 一 个 
JI Fr( 图 4 一 14c)。 此 力 即 为 原 力 系 的 合力 ,其 大 小 和 方向 等 于 原 力 系 的 主 矢 ， 
其 作用 线 离 简化 中 心 O 的 距离 为 


a= el 


F, 

(3) 空间 任意 力 系 简化 为 力 螺旋 的 情形 

如 果 空 间 任意 力 系 向 一 点 简化 后 , 主 矢 和 主 矩 都 不 等 于 零 , 而 F M. ,这 

种 结果 称 为 力 螺旋 ,如 图 4 15 所 示 。 所 谓 力 螺 族 就 是 由 一 力 和 一 力 个 组 成 的 

力 系 ,其 中 的 力 悉 直 于 力 偶 的 作用 面 。 例 如 , 铅 孔 时 的 钻头 对 工件 的 作用 以 及 按 
木 螺钉 时 螺丝 刀 对 螺钉 的 作用 都 是 力 螺旋 。 


(4-23) 


ho 
| FR в R R s R 
Mo 
(a) (b) 


图 4-15 


力 螺旋 是 由 静 力学 的 两 个 基本 要 素 力 和 力 偶 组 成 的 最 简单 的 力 系 , 不 能 再 
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进一步 合成 。 力 偶 的 转向 和 力 的 指向 符合 右手 螺旋 法 则 的 称 为 右 螺旋 (图 4- 
15a) ,和 否则 符合 左手 螺旋 法 则 的 称 为 左 螺旋 (图 4- 15b)。 力 螺旋 的 力作 用 线 称 
为 该 力 螺旋 的 中 心 轴 。 在 上 述 情形 下 ,中 心 轴 通 过 简化 中 心 。 


(a) (b) (с) 


图 4-16 


如 果 FR 天 0, Mo 天 0, 同 时 两 者 既 不 平行 ,又 不 垂直 ,如 图 4- 16a 所 示 。 此 
时 可 将 Mo ARTS AEM, 和 M5 ,它们 分 别 垂直 于 F. 和 平行 于 ЕШ 
图 4- 16Ь 所 示 , 则 M”, ЖЕ, 可 用 作用 于 点 O 的 力 F, Ж, H JEE 
矢 是 自由 矢量 , 故 可 将 Мо 平行 移动 ,使 之 与 F. 共 线 。 这 样 便 得 一 力 螺旋 ,其 
中 心 轴 不 在 简化 中 心 O ,而 是 通过 另 一 点 O ,如 图 4- 16c 所 示 。O ,OO 两 点 间 
的 距离 为 


(4 一 24) 


可 见 ,一 般 情形 下 空间 任意 力 系 可 合成 为 力 螺旋 。 
(4) 空间 任意 力 系 简化 为 平衡 的 情形 ' 
当空 间 任意 力 系 向 任 一 点 简化 时 , 若 主 矢 F. =0, 主 矩 My = 0, 这 是 空间 任 
意 力 系 平衡 的 情形 ,将 在 下 节 详 细 讨论 。 


§4-5 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 
1. 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 _ | 


空间 任意 为 系 处 于 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 :这 力 系 的 主 和 撩 和 对 于 任 一 点 
ШЕ FS , E 


F’,=0; Mo =0 
根据 式 (4 一 21) 和 (4 一 22), 可 将 上 述 条 件 写成 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 
УЕ, =0, УЕ, =0, УЕ, =0 } 


УМ, (Е) =0, УМ, (Е) =0, УМ, (Е) =0 (4-25) 


§4-5 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 87 


(为 便于 书写 ,下 标 i 已 略 去 )。 

我 们 可 以 从 空间 任意 力 系 的 普遍 平衡 规律 中 导出 特殊 情况 的 平衡 规律 , 例 
如 空间 平行 力 系 、 空 间 汇 交 力 系 和 平面 任意 力 系 等 平衡 方程 。 现 以 空间 平行 力 
系 为 例 ,其 余 情 况 读者 可 自行 推导 。 

如 图 4-17 所 示 的 空间 平行 力 系 , 其 = 轴 与 这 些 力 平 行 , 则 各 力 对 于 > 轴 
HSS, MAF x ЯП у 轴 都 与 这 些 力 垂 直 , 所 以 各 力 在 这 两 轴 上 的 投影 也 
等 于 零 。 因 而 在 平衡 方程 组 (4 -25) 中 ,第 一 、 第 二 和 第 六 个 方程 成 了 恒等式 。 
因此 ,空间 平行 力 系 只 有 三 个 平衡 方程 , 即 


图 4-17 


УЕ, =0, OM,(F)=0, УМ, (Е) =0 (4-26) 
2. 空间 约束 的 类 型 举例 
一 般 情况 下 , 当 刚 体 受 到 空间 任意 力 系 作用 时 ,在 每 个 约束 处 ,其 约束 力 的 
未 知 量 可 能 有 1 个 到 6 个 。 决 定 每 种 约 东 的 约束 力 未 知 量 个 数 的 基本 方法 是 : 
观察 被 约束 物体 在 空间 可 能 的 6 种 独立 的 位 移 中 ( 沿 x ,y,z 三 轴 的 移动 和 绕 此 
三 轴 的 转动 ), 有 哪儿 种 位 移 被 约束 所 阻碍 。 阻 碍 移动 的 是 约束 力 ; 阻 碍 转动 的 
是 约束 力 偶 。 现 将 几 种 常见 的 约束 及 其 相应 的 约束 力 综合 列表 , 如 表 4-1 所 
No 
分 析 实 际 的 约束 时 ,有 时 要 忽略 一 些 次 要 因素 , 抓 住 主要 因素 , 作 一 些 合理 
的 简化 。 例 如 ,导向 轴承 能 阻碍 轴 沿 у 和 z 轴 的 移动 ,并 能 阻碍 绕 y 轴 和 > 轴 的 
转动 ,所 以 有 4 个 约束 作用 力 Fa, Faes May o Mi ;而 径 向 轴承 限制 轴线 y Mz 
轴 的 转动 作用 很 小 , 故 Ms。 和 RM4. 可 忽略 不 计 , 所 以 只 有 两 个 约束 力 F,, QF, 
又 如 ,一般 柜 门 都 装 有 两 个 合 页 , 形 如 表 4- 1 rh BJ Pt Bz  , E EE p 1k n 
yz 方向 的 移动 ,因而 有 两 个 约束 力 下 ,和 FF. 。 合 页 不 限制 物体 绕 转 轴 的 转 
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R4-1 空间 约束 的 类 型 及 其 约束 力 举例 


约束 力 未 知 量 约束 类 型 
十 -一 一 


| 径 向 轴承 MERRE 铁轨 454: 


F, 带 有 和 销 子 的 夹板 -导轨 
M,, 
My F | 
5 OF Я ғ | ie bY 
Az ， 
My, 
(b) F 
M, OS “My ° (a) (b) 
空间 的 固定 端 支 座 
F 
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动 ,单个 合 页 对 物体 绕 у, 轴 转 动 的 限制 作用 也 很 小 ,因而 没有 约束 力 偶 。 而 
当 物 体 受 到 沿 合 页 轴 向 力作 用 时 , 则 两 个 合 页 中 的 一 个 将 限制 物体 沿 轴 向 移动 ， 
应 视 为 止 推 轴承 。 

如 果 刚 体 只 受 平面 力 系 的 作用 , 则 垂直 于 该 平面 的 约 东 力 和 绕 平面 内 两 轴 
的 约束 力 偶 都 应 为 零 ,相应 减少 了 约束 力 的 数目 。 例 如 ,在 空间 任意 力 系 作 用 
下 ,固定 端的 约束 力 共 有 6 个 , 即 F. IF. Fao Mao Mao M, ME Oyz 平面 
内 受 平面 任意 力 系 作用 时 ,固定 端的 约束 力 就 只 有 3 个 , 即 F. Fis, Ma。 

3. 空间 力 系 平衡 问题 举例 

例 4-7 图 4 一 18 所 示 的 三 轮 小 车 ,自重 忆 =8 kN, 作 用 于 点 下, 载荷 P, = 10 kN, 作 用 
于 点 C。 求 小 车 静止 时 地 面 对 车 轮 的 约束 力 。 


图 4-18 


B: 以 小 车 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 4- 18 所 示 。 其 中 PAP, 是 主动 力 ,F ,Fs,F 为 
地 面 的 约束 力 ,此 5 个 力 相 互 平行 ,组 成 空间 平行 力 系 。 
ЖА Oryz 如 图 所 示 , 列 出 三 个 平衡 方程 ; 


УЕ, =0, = P, -P+F + Е + F, = 0 (a) 
УМ, (Е) =0, -0.2m*Pi -1.2 m` P +2 mF, = 0 (b) 
УМ,(Е)=0, 0.8 т:Р, +0.6 m P-0.6 mF, — 1.2 m: Fp = 0 (c) 


解 得 
Fp=5.8 kN, Fs=7.777 kN, F,=4.423 kN 
例 4-8 在 图 4-19a 中 ,胶带 的 拉力 F, =2F, LEA EH 下 = 2 000 ND. 已 
知 胶带 轮 的 直径 D = 400 mm ,曲柄 长 = 300 mm, 胶 带 1 和 胶带 2 与 铅 垂 线 间 夹 角 分 别 为 6 
和 8,0=30",8= 60"( 参 见 图 4- 19b) ,其 他 尺寸 如 图 所 示 。 求 胶带 拉力 和 轴承 约束 力 。 
解 : 以 整个 轴 为 研究 对 象 , 受 力 分 析 如 图 4 — 19a 所 示 , 其 上 有 力 F,,F,,F 及 轴承 约束 
力 Fh ,Fa ,Fu ,了 ae 。 轴 受 空间 任意 力 系 作用 , 选 坐标 轴 如 图 所 示 , 列 出 平衡 方程 ; 
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УЕ, =0, Е. зіп 30° + F,sin 60° + Е. + Fp = 0 
УР, =0, 0=0 
УЕ, =0, — F,cos 30° – Е,соѕ 60° — F + Fy, + Fp, = 0 
УМ,(Е)=0, Е, соз 30° х 200 mm + Е, соз 60° х 200 mm 
— F x 200 mm + Fp, X 400 mm=0 
УМ, (Е) =0, FR-2(F,-F,)=0 
УМ,(Е)=0, Е, ѕіп 30° х 200 mm + Е, зіп 60° х 200 mm — Fa х 400 mm=0 
又 有 
F,=2F, 
联 立 上 述 方程 , 解 得 
| F,=3000N, Е, =6 0003 
Fa = -10 044 N, Fa =9 397 № 
Fa =3 348 М, Еһ = –1 799 № 
ЖЕН, РЕ > F,=0 成 为 恒等式 ,独立 的 平衡 方程 只 有 5 个 ;在 题 设 条 件 F, = 2F， 
之 下 ,才能 解 出 上 述 6 个 未 知 量 。 | 
4-9 车 床 主轴 如 图 4 一 20a 所 示 。 已 知 车 刀 对 工件 的 切削 力 为 : 径 向 切削 力 F. = 
4.25 kN ,纵向 切削 力 F, = 6.8 kN, 主 切 前 力 ( 切 向 )F, = 17 kN, 方 向 如 图 所 示 。 在 直 齿 轮 C 
上 有 切 向 力 F, 和 径 向 力 F,, 且 F,=0.36F,。 人 齿轮 C 的 节 贺 半径 为 R=50 mm, 被 切削 工件 
的 半径 为 r=30 mm。 卡 盘 及 工件 等 自重 不 计 , 其 余 尺寸 如 图 示 。 当 主轴 匀速 转动 时 , 求 ， 
(1) HEREN F, 及 F.;(2) 径 向 轴承 A 和 止 推 轴 承 B 的 约束 力 ;(3) EMER E LOM 
对 工件 的 约束 力 。 
М: 先 取 主 轴 、 卡 盘 、 齿 轮 以 及 工件 系统 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 4 一 20a 所 示 ,为 一 空间 
任意 力 系 。 取 坐标 系 Aryz 如 图 所 示 , 列 平衡 方程 : 
УЕ, =0, Е-Е + Fa, -F,=0 
УР,=0, Е-Е =0: 
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图 4-20 


2F,=0, Fy, +F,+ F. + F, = 0 
2M,(F)=0, - (488 + 76)mm: Fp ~ 76mm: F, + 388mm- Е, = 0 
2M,(F)=0, F,R-F,r=0 
2M, CF) = 0, (488 + 76)mm: Fa ~ 76mm" F, – 30mm: F, + 388mm: F, = 0 
又 , 按 题 意 有 
Е,=0.36Е, 
以 上 共有 7 个 方程 ,可 解 出 全 部 7 个 未 知 量 , 即 
F,=10.2 kN, F,=3.67 kN 
F,, 15.64 kN, Fy, = – 31.87 kN 
Fa = –1.19 ЕЧ, Fy, =6.8 ЕЧ, Е, =11.2 kN 


再 取 工 件 为 研究 对 象 ,其 上 除 受 3 个 切削 力 外 ,还 受到 卡 盘 (空间 插入 端 约束 ) 对 工件 的 
6 FARA Fo ,Fo ,Fo. , M, ,M, , M. ,如 图 4 一 21 fia. 


图 4~21 


FAL bp Rh Ж Oryz 如 图 , 列 平衡 方程 ; 
УЕ, =0, Fo- F,=0 
SF,=0, Fo -F,=0 
УЕ, =0, Fo+F =0 
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FEM. (F)=0, М, + 100 mm: F. = 0 

УМ,(Е)=0, M,-30 mm: F, = 0 

2ZM,(F)=0, M, +100 mm: F, — 30 mm: F, = 0 
求解 上 述 方程 ,得 

Fo, =4.25 KN, Fo,=6.8 kN, Fo, = – 17 kN 

M,= -1.7 kN-m, M,=0.51 kN'm, М, = -0.22 kN'm 

空间 任意 力 系 有 6 个 独立 的 平衡 方程 ,可 求解 6 个 未 知 量 ,但 其 平衡 方程 不 
局 限于 式 (4 一 25) 所 示 的 形式 。 为 使 解 题 简便 ,每 个 方程 中 最 好 只 包含 一 个 未 知 
量 。 为 此 , 选 投影 轴 时 应 尽量 与 其 余 未 知 力 垂直 ;选取 矩 的 轴 时 应 尽量 与 其 余 的 
未 知 力 平行 或 相交 。 投 影 轴 不 必 相 互 垂直 , 取 矩 的 轴 也 不 必 与 投影 轴 重 合 ,力矩 
方程 的 数目 可 取 3 个 至 6 个 。 现 举例 如 下 。 

例 4-10 图 4-22 所 示 均 质 长 方 板 由 六 根 直 杆 支 持 于 水 平 位 置 , 直 杆 两 端 各 用 球 匀 链 
与 板 和 地 面 连接 。 板 重 为 ,在 A 处 作用 一 水 平 力 下 ,上 且 玉 =2P。 求 各 杆 的 内 力 。 


Ё 4-22 


їй: 取 长 方 体 刚 板 为 研究 对 象 ,各 支 杆 均 为 二 力 杆 , 设 它们 均 受 拉力 。 板 的 受 力图 如 图 
4-22 所 示 。 列 平衡 方程 : | 


УМ,(Е)=0, Е, =0 (а) 
УМ (Е)=0, Е, =0 (b) 
Mac (F)=0, F,=0 (c) 
= Maz (F)=0, Р 5-+ F.a=0 (а) 
解 得 
__Р 
Е = = (EA) 


由 X Mpu (F) = 0, Fa + Е, соѕ 45°* a = 0 (е) 


u i I.R. enter 
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F,= -2V2P( 压 力 ) 


由 UMp,(F)=0, Fo-F,6-P5=0 (D) 
解 得 
Е, =1.5P( 拉 力 ) 

此 例 中 用 6 个 力矩 方程 求 得 6 个 杆 的 内 力 。 一 般 , 力 拖 方 程 比较 灵活 , 常 可 
使 一 个 方程 只 舍 一 个 未 知 量 。 当 然 也 可 以 采用 其 他 形式 的 平衡 方程 求解 。 如 用 
DF, =0 代替 式 (b) ,同样 求 得 Fl =0; X, AAE F, = 0 代替 式 (e) ,同样 求 得 Е, 
= -2V2P。 读 者 还 可 以 试用 其 他 方程 求解 。 但 无 论 怎样 列 方程 ,独立 平衡 方 
程 的 数 自 只 有 6 个。 空间 任意 力 系 平衡 方程 的 基本 形式 为 式 (4- 25) , 即 三 个 投 
影 方 程 和 三 个 力矩 方程 ,它们 是 相互 独立 的 。 其 他 不 同形 式 的 平衡 方程 还 有 很 
多 组 ,也 只 有 6 个 独立 方程 ,由 于 空间 情况 比较 复杂 ,本 书 不 再 讨论 其 独立 性 条 
件 ,但 只 要 各 用 一 个 方程 逐个 求 出 各 未 知 数 ,这 6 个 方程 一 定 是 独立 的 。 
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1. 平行 力 系 中 心 
平行 力 系 中 心 是 平行 力 系 合力 通过 的 一 个 点 。 设 在 刚体 上 А,В 两 点 作用 
两 个 平行 力 F, ,Е, ,如 图 4—23 所 示 。 将 其 合成 ,得 合力 矢 为 
F,=F,+F, 
H J AB se EP EE С: 


者 将 原 有 各 力 绕 其 作用 点 转 过 同一 角度 ,使 它们 
保持 相互 平行 , 则 合力 F. 仍 与 各 力 平行 也 绕 点 CH ` 
过 相同 的 角度 , 且 合力 的 作用 点 C 不 变 ,如 图 4 - 23 
所 示 。 上 面 的 分 析 对 反 向 平行 力也 适用 。 对 于 多 个 图 4-23 
力 组 成 的 平行 力 系 , 以 上 的 分 析 方 法 和 结论 仍然 适 
用 。 

由 此 可 知 ,平行 力 系 食 为 作用 点 的 位 置 仅 与 各 平行 力 的 大 小 和 作用 点 的 位 

取 各 力作 用 点 矢 径 如 图 4- 23 所 示 , 由 合力 矩 定理 ,得 

rc Xx Fx = r, X F. +r, X F, 


设 力 作用 线 方向 的 单位 矢量 为 F° , 则 上 式 变 为 
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г ХЕ Е = r, x F, F° + r, x F, F° 
从 而 得 
Ег t Fir, Fyr, + Fr, 
"ст F. F +E, 
若 有 若干 个 力 组 成 的 平行 力 系 ,用 上 述 方 法 可 以 求 得 合力 大 小 Е, = УЕ, 
合力 方向 与 各 力 方向 平行 ,合力 的 作用 点 为 


之 Fr 
rc = SF (4-27) 
显然 ,rc 只 与 各 力 的 大 小 及 作用 点 有 关 ,而 与 平行 力 系 的 方向 无 关 。 点 C 即 为 
此 平行 力 系 的 中 心 。 
将 式 (4- 27) 投 影 到 图 4- 23 中 的 直角 坐标 轴 上 ,得 
УЕ, Z Fy: >; F,z, 
2с = >F. , > U SF’ “XF (4 一 28) 
2. 重心 | 


地 球 半径 很 大 ,地 表面 物体 的 重力 可 以 看 作 是 平行 力 系 ,此 平行 力 系 的 中 心 
即 物体 的 重心 。 重 心 有 确 定 的 位 置 ,与 物体 在 空间 的 位 置 无 关 。 

设 物体 由 若干 部 分 组 成 ,其 第 i 部 分 重 为 P, ,重心 为 (zx;,y,,z), 则 由 式 (4 
一 28) 可 得 物体 的 重心 为 


> P,z, =< >P,y, _ >P.z, 4-29) 
SP Sp “UEP. 
如 果 物 体 是 均 质 的 ,由 式 (4- 29) 可 得 
| тау | ydV | zdV 
zc= 一 7 一 ， Ус = "у , xc= 一 7 (4-30) 


AP V 为 物体 的 体积 。 显 然 , 均 质 物体 的 重心 就 是 几何 中 心 ， 即 形 心 。 

3. 确定 物体 重心 的 方法 

(1) 简单 几何 形状 物体 的 重心 

如 均 质 物体 有 对 称 面 ,或 对 称 轴 ,或 对 称 中 心 ,不 难看 出 ,该 物体 的 重心 必 相 
应 地 在 这 个 对 称 面 ,或 对 称 轴 ,或 对 称 中 心 上 。 如 椭 球 体 、 椭 贺 面 或 三 角形 的 重 
必 都 在 其 几何 中 心 上 ,平行 四 边 形 的 重心 在 其 对 角 线 的 交点 上 ,等 等 。 简单 形状 
物体 的 重心 可 从 工程 手册 上 查 到 , 表 4-2 列 出 了 常见 的 几 种 简单 形状 物体 的 重 
心 。 
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表 4-2 简单 形体 重心 表 


重心 位 置 


图 Ж жб 1 图 Ж 
三 角形 梯形 а 


在 中 线 的 交点 

STA ус=- л 

F: 3 

b 2 

— rsin ọ 

Ф 
xt FÆ RII 

T 


_ h(2a + b) 
Ус Са tb) 
х= 27090 g 

面积 A 


_ r’ (29 віп 2ф) 
2 


— 2 rsin 9 
3 9 


对 于 半圆 xc = 27 


Te 


_ 2 R°? -rsin ф 
3 R: 一 7 Ф 


Te 


_ 5 
тс=-ра 
2 
Ус = 6 
1 
= +h 


_ 3 
+c 4% 
_ 3 
ус = 758 

1 
zc 二 下 
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续 表 
_4R, +2R -3: 
X GR +R, 2.) 


表 4-2 中 列 出 的 重心 位 置 , 均 可 按 前 述 公式 积分 求 得 ,如 下 例 。 

例 4-11 试 求 图 4 一 24 所 示 半 径 为 R MCHA 
29 的 扇形 面积 的 重心 。 

М: 取 中 心 角 的 平分 线 为 y 轴 。 由 于 对 称 关系 , 重 
心 必 在 这 个 轴 上 , 即 zc =0, 现 在 只 需求 出 усо 

把 扇形 面积 分 成 无 数 无 穷 小 的 面积 素 ( 可 看 作 三 角 


形 ) ,每 个 小 三 角形 的 重心 都 在 距 顶 点 O X R fE 


一 位 置 9 处 的 微小 面积 da = + RR*d9, 其 重心 的 y 坐标 


у= 2 Roos 9。 扇形 总 面积 为 
A= [da = [ 35-8249 = Е? ç 
由 面积 形 心 坐 标 公式 ,可 得 


? 2 1 
_ Јал _ F 3 Косов 0- >-R°d0 _ 


= 2 sin g 
如 以 р FRA, BGs DE Eb 
4R 
Ус = з= 


(2) 用 组 合法 求 重 心 

(a) 分 割 法 

若 一 个 物体 由 几 个 简单 形状 的 物体 组 合 而 成 ,而 这 些 物体 的 重心 是 已 知 的 ， 
那么 整个 物体 的 重心 即 可 用 式 (4 一 29) 求 出 。 

014-12 试 求 Z 形 截面 重心 的 位 置 ,其 尺寸 如 图 4—25 所 示 。 

解 : 取 坐 标 轴 如 图 所 示 , 将 该 图 形 分 割 为 三 个 抢 形 (例如 用 ар 和 od PRADA). DL 
С,,С,,С, 表示 这 些 邱 形 的 重心 MA AL, A, , A; 表示 它们 的 面积 。 以 yTy, 
y, 分 别 表示 C, ,C, , C, 的 坐标 ,由 图 得 


`= н арттар napa 
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x (= —15, у = 45, A; =300; x, =5, у› =30, А, =400; х =15, y3=5, А, 300 
按 公式 求 得 该 截面 重心 的 坐标 zc ,yc 为 


А, + xz; A, + x, À; 


Ac = A, +A: ҒА; =2 mm 
УА Ty A: T ysAs 27 mm 
yc A, ҒА, ҒА, 


(b) 负面 积 法 ( 负 体 积 法 ) 

车 在 物体 或 薄板 内 切 去 一 部 分 (例如 有 空 穴 或 孔 的 物体 ), 则 这 类 物体 的 重 
心 , 仍 可 应 用 与 分 割 法 相同 的 公式 来 求 得 ,只 是 切 去 部 分 的 体积 或 面积 应 取 负 
值 。 

例 4~13 试 求 图 4- 26 所 示 振 动 沉 梳 器 中 的 偏心 块 的 重心 。 E. SM: R= 100 mm,r= 
17 mm,b=13 mm, 

E: 将 偏心 块 看 成 是 由 三 部 分 组 成 , 即 半径 为 R 的 半圆 A, ,半径 为 r+ 的 半圆 4， 和 
半径 为 + 的 小 圆 A;。 因 А, 是 切 去 的 部 分 ,所 以 面积 应 取 负 值 。 取 坐标 轴 如 图 4- 26, 由 于 
对 称 有 zc=0。 设 yi,y; ,ys 分 别 是 A, ADA, 重心 的 坐标 ,由 例 4-12 的 结果 可 知 


_ 4R _ 400 _ -4(r+5b)_ _ 40 
УЗ т 92 зр а 520 
于 是 ,偏心 块 重心 的 坐标 为 
= A, y, + Ary + А» уз 
Ус A, +A,+A, 
-40 


+ x 100? (mm)? x Mam + 5 x (17 + 13)? (mm)? x ( 


元 ) mm - (172 x) (mm)? x 0 


x 


5-Х 100 (mm)? + 5-017+ 13) (тт) + ( — 172 к) (mm)? 


= 40.01 mm 


(3) 用 实验 方法 测定 重心 的 位 置 
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工程 中 一 些 外 形 复杂 或 质量 分 布 不 均 的 物体 很 难 用 计算 方法 求 其 重心 ,此 
时 可 用 实验 方法 测定 重心 位 置 。 

下 面 以 汽车 为 例 用 称 重 法 测定 重心 。 如 图 4 - 27 所 示 , 首 先 称 量 出 汽车 的 
重量 P ,测量 出 前 后 轮 距 / 和 车 轮 半 径 r。 

设 汽车 是 左右 对 称 的 , 则 重心 必 在 对 称 面 内 ,我 们 只 需 测定 重心 C EWM 
的 高 度 zc 和 了 距 后 轮 的 距离 ze。 

为 了 测定 ze ,将 汽车 后 轮 放 在 地 面 上 ,前 轮 放 在 磅 秤 上 ,车身 保 持 水平 , 如 
图 4- 27a 所 示 。 这 时 磅 秤 上 的 读数 为 F, НЕВА, НУМ, (Е) = 0， 
有 


于 是 得 
(a) 


图 4-27 


小 & 99 


KWE zc AE Ma CIBER АЈ Н, 4 一 27b 所 示 。 这 时 磅 秤 的 
读数 为 F,。 同 理 得 


z= . (b) 
由 图 中 的 几何 关系 知 
[ = [соз @,т = хссоѕ 0 + hsin 0° sin 0= ‚сов g- Pa 
其 中 h 为 重心 与 后 轮 中 心 的 高 度 差 , 则 
h=zc—r 


把 以 上 各 关系 式 代 人 式 (b) 中 ,经 整理 后 即 得 计算 高 度 zc 的 公式 , 即 
— F,- Е, 1 2 _ үү 
zc = ғ + P HY! H 
式 中 均 为 已 测定 的 数据 。 


小 结 


1. 力 在 空间 直角 坐标 轴 上 的 投影 
(1) 直接 投影 法 

Е, = Fcos(F,i), F,= Fcos(F,j), F,=Fcos(F,k) 
(2) 间接 投影 法 ( 即 二 次 投影 法 )( 图 4-1) 

F, = Fsin ycos р, F,=Fsin ysing, F,=Fcos y 
2. ЭЭРИ Ж 
(1) ПН КЕ, 4—4 所 示 。 


i j k 
Mo(F)=#rXF=| zx y z |Mo(F)| = Fh =2A 2 anc 
F, F, F, 


(2) 力 对 轴 的 矩 是 一 个 代数 量 ,可 按 下 列 两 种 方法 求 得 : 

(a) M. (Е) = +F,h= *2А„( 4-5) 

(b) M,(F)=9F,-2F,, M,(F)=2F,-2F,, M.,(F) = zF, — УЕ, 

(3) 力 对 点 的 矩 与 力 对 通过 该 点 的 轴 的 矩 的 关系 

[Mo(F)],=M,(F), [Mo(F)],=M,(F), [Mo(F)],=M.,(F) 

3. 空间 力 偶 及 其 等 效 定理 

(1) JAER 

空间 力 偶 对 刚体 的 作用 效果 决定 于 三 个 因素 ( 力 偶 矩 大 小 YE ЕТ (У 
及 力 偶 的 转向 ) , 它 可 用 力 偶 矩 矢 M 表示 (图 4-8)。 
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M=r,, X F 
力 偶 抢 矢 与 矩 心 无 关 , 是 自由 矢量 。 
(2) 力 偶 的 等 效 定理 : 若 两 个 力 偶 的 力 偶 和 矩 矢 相等 , 则 它们 彼此 等 效 。 
4. 空间 力 系 的 合成 
(1) 空间 汇 交 力 系 合成 为 一 个 通过 其 汇 交点 的 合力 ,其 合力 矢 为 
= Е,,Н Ек= DFit SF,j+ УЕ,К 
(2) 空间 力 偶 系 合成 结果 为 一 合力 偶 ,其 合力 偶 矩 和 撩 为 
M= УМ,, M = > M,,i + 22 M,, j + Mk 
(3) 空间 任意 力 系 向 点 O 简化 得 一 个 作用 在 简化 中 心 O WHF’, 和 一 个 
力 偶 , 力 偶 矩 矢 为 M. ,而 
=>F,(F+%), Mo = X Mo(F,)( И) 
(4) 空间 任意 力 系 简化 的 最 终结 果 ,列表 如 下 : 


F.=0 Mo =0 平衡 
M;=0 合力 偶 | 此 时 主 矩 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 
Mo =0 Sh | 合力 作用 线 通过 简化 中 心 


合力 作用 线 离 简化 中 心 O юа 
Mo#0 |F. lM. | 合 
t л а= 100 4-м) 
力 螺旋 的 中 心 轴 通 过 简化 中 心 
Mozo | F. 力 螺旋 的 中 心 轴 离 简化 中 心 O 的 距离 为 
= JMo sm 0 (og 4 160) 


5 空间 任意 力 系 平衡 方程 的 基本 形式 
XF. =0, УЕ =0, УЕ =0 
УМ,(Е)=0, 0M,(F)=0, УМ. (Е)=0 
6. 几 种 特殊 力 系 的 平衡 方程 
(1) 空间 汇 交 力 系 
UF,=0, XF,=0, ХЕ, =0 


(2) Sl ABR | 
=M,(F)=0, УМ,(Е)=0, EM,(F)=0 
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(3) 空间 平行 力 系 ”车 力 系 中 各 力 与 轴 平 行 ,其 平衡 方程 的 基本 形式 为 
UF,=0, XM,(F)=0, SM,(F)=0 
(4) FIESRJ SA BARE Ory 平面 内 ,其 平衡 方程 的 基本 形式 为 
УЕ, =0, ХЕ, =0, XM.(F)=0 
上 述 各 式 ,为 便于 书写 ,下 标 i 略 去 。 
7. 物体 重心 的 坐标 公式 
_ УАР,г, 


六 = 二 人 (өр P= SAP) 
_ ЖАР, _ УАР;у, _ ЖАР, 
或 Te P > yc P ? zc 一 P 
思 考题 


4-1 在 正方 体 的 顶 角 A 和 8B 处 ,分 别 作用 力 F, 和 F, ,如 图 4-- 28 所 示 。 求 此 两 力 在 
х,у, 轴 上 的 投影 和 对 z,y,z 轴 的 矩 。 试 将 图 中 的 力 F ЯП F, 向 点 O 简化 ,并 用 解析 式 计 
算 其 大 小 和 方向 。 


Ё 4-28 4—29 


4-2 作用 在 刚体 上 的 四 个 力 偶 , 若 其 力 偶 矩 矢 都 位 于 同一 平面 内 。 则 一 定 是 平面 力 偶 
Ж? 车 各 力 偶 矩 矢 自 行 封闭 ( 图 4- 29) , 则 一 定 是 平衡 力 系 ? 为 什么 ? 

4-3 用 矢量 积 r。 Xx F 计算 力 下 对 点 O 之 矩 。 当 力 沿 其 作用 线 移 动 , 收 变 了 力作 用 点 
的 坐标 xz,y,z 时 ,其 计算 结果 有 否 变化 ? 

4-4 试 证 :空间 力 偶 对 任 一 轴 之 矩 等 于 其 力 偶 矩 矢 在 该 轴 上 的 投影 。 

4-5 ЖАВ Е}ЕШ— EDIE, EA M. ,齿轮 的 哮 合 半径 R, =2R, ,如 图 4-30 所 
示 。 问 当 研究 轴 CD 的 平衡 时 :(1) 能 否 以 力 偶 矩 矢 是 自由 矢量 为 由 ,将 作用 在 轴 AB 上 的 
FAA BIH CD E? (2) AER CD ЕКЕШ УМ, 的 力 偶 , 使 两 轴 平 衡 , 问 两 力 偶 的 矩 的 
大 小 是 否 相 等 ? 转向 是 否 应 相反 ? 

4-6 空间 平行 力 系 简化 的 结果 是 什么 ?可 能 合成 为 力 螺旋 吗 ? 
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图 4-30 


4-7 (1) 空 间 力 系 中 各 力 的 作用 线 平 行 于 某 一 固定 平面 ;(2) 空 间 力 系 中 各 力 的 作用 线 
分 别 汇 交 于 两 个 固定 点 。 试 分 析 这 两 种 力 系 最 多 各 有 几 个 独立 的 平衡 方程 。 

4-8 传动 轴 用 两 个 止 推 轴承 支持 ,每 个 轴承 有 三 个 未 知 力 , 共 6 个 未 知 量 。 而 空间 任 
意 力 系 的 平衡 方程 恰好 有 6 个 ,是 否 为 静 定 问题 ? 

4-9 空间 任意 力 系 总 可 以 用 两 个 力 来 平衡 ,为 什么 ? 

4-10 某 一 空间 力 系 对 不 共 线 的 三 个 点 的 主 矩 都 等 于 零 , 问 此 力 系 是 否 一 定 平衡 ? 

4-11 空间 任意 力 系 向 两 个 不 同 的 点 简化 ,试问 下 述 情况 是 否 可 能 :(1) 主 矢 相等 , 主 矩 
也 相等 ;(2) 主 矢 不 相等 , 主 矩 相等 ;(3) 主 矢 相等 , 主 矩 不 相等 ;(4) 主 矢 、 主 矩 都 不 相等 。 

4-12 一 均 质 等 截面 直 杆 的 重心 在 哪里 ? 若 把 它 弯 成 半圆 形 ,重心 的 位 置 是 否 改变 ? 


习 题 


4-1 力 系 中 ,Pi =100 N、F, = 300 №.Е, ==200 N, 各 力作 用 线 的 位 置 如 图 所 示 。 将 力 
系 向 原点 O 简化 。 


10N 


题 4-1I 图 题 4-2 图 


4-2 一 平行 力 系 由 五 个 力 组 成 , 力 的 大 小 和 作用 线 的 位 置 如 图 所 示 。 图 中 小 正方 格 的 


边 长 为 10 mm。 求 平行 力 系 的 合力 。 
4-3 图 示 力 系 的 三 力 分 别 为 Fi =350 М.Е, =400N 和 Fi=600N, 其 作用 线 的 位 置 
如 图 所 示 。 将 此 力 系 向 原点 O 简化 。 


题 4-3 图 | 题 4-4 图 


4-4 RERI 下 =1 000 N 对 于 > ЛЖ М, 
4-5 ЖАВ 与 铅 直 线 成 8 角 , 悬 臂 CD 与 轴 垂 直 地 固定 在 轴 上 ,其 长 为 8, 并 与 铅 直面 
АВ 成 6 角 ,如 图 所 示 。 如 在 点 D 作用 铅 直 向 下 的 力 下 , 求 此 力 对 轴 АВ RO. 


题 4-5 图 题 4-6 图 


4-6 水 平 圆 盘 的 半径 为 ", 外 缘 C 处 作用 有 已 知 力 正 。 力 下 位 于 铅 垂 平面 内 , 且 与 C 
处 圆 盘 切线 夹 角 为 60 ,其 他 尺寸 如 图 所 示 。 求 力 下 对 zx,y,z 轴 之 矩 。 

4-7 图 示 空 间 构架 由 三 根 无 重 直 杆 组 成 ,在 D WARE WER. А,В 和 C ЕЛ 
则 用 球 饺 链 固定 在 水 平地 板 上 。 如 果 挂 在 D 端的 物 重 P=10 kN REESE А,В 和 C HARA 
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题 4-8 图 


4-8 在 图 示 起 重 机 中 ,已 知 ; АВ = BC = AD = AE; 点 А,В,Р WE ЗЕ 
接 ,如 三 角形 ABC 在 ху 平面 的 投影 为 AF 线 ,AF Sy HRA) MER. REALEM 
ФНТР. 

4-9 图 示 空 间 梅 架 由 六 村 1,2,3,4,5 和 6 梅 成 。 在 节点 A КЕШ—ЖЯ ЕЛ1 ЖЕ ҖЕ 
ABDC FER, SSS BARR 45°. А EAK = 人 FBM 。 等 周三 角形 EAK , FBM 和 NDB 在 
BAA, BAD HBR, EC = CK = FD= рМ. 车 下 =10 kN, RARAN. 


题 4~9 图 题 4-10 图 


4-10 ”如 图 所 示 ,三 脚 回 桌 的 半径 为 + = 500 mm, EX P= 600 N. MANZ A,B 
和 C 形成 一 等 边 三 角形 。 车 在 中 线 CD LERCH a 的 点 M 处 作用 锅 直 力 下 =1 500 NR 
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使 圆桌 不 致 翻 倒 的 最 大 距离 ao 

4-11 图 示 三 圆 盘 A,B 和 C 的 半径 分 别 为 150 mm,100 mm 和 50 mmo =% OA , OB 
和 OC 在 同一 平面 内 ,人 AOB 为 直角 。 在 这 三 圆 盘 上 分 别 作用 力 偶 ,组 成 各 力 侦 的 力作 用 在 
轮 缘 上 ,它们 的 大 小 分 别 等 于 10 N,20 N 和 下。 如 这 三 圆 盘 所 构成 的 物 系 是 自由 的 ,不 计 物 
系 重量 , 求 能 使 此 物 系 平衡 的 力 F 的 大 小 和 和 角 0。 


题 4~11 图 14-12 图 


4-12 图 示 手 播 钴 由 支点 BS А 和 一 个 弯曲 的 手柄 组 成 。 当 支点 B 处 加 压力 下 ， 
F, AF, 以 及 手柄 上 加 力 正 后 , 即 可 带动 钻头 绕 轴 AB 转动 而 钻 孔 ,已 知 F. = 50 N,F= 150 
No Ж:(1) HERA HAAR M ; (2) 材料 给 销 头 的 反 力 F. Fa M Fa WEG) 压力 
Е, ЖЕ, 18, 

4-13 ШЕЯ, Б ЯЛЛ Е 02 Е, = 500 N, 径 向 力 F. = 150 №, Л 
Ру =75 N, ARF Оху 平面 内 ,其 坐标 z=75 mm,y= 200 mm。 工件 重量 不 计 , 试 求 被 切 
前 工件 左 端 O 处 的 约束 力 。 
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4-14 BRABUS M 通过 链条 传动 将 重 物 P 等 速 提起 ,链条 与 水 平 线 成 30" 角 
(HA O zi 平行 于 直线 Ах), 已 知 :r = 100 mm, R = 200 mm,P=10kN, 链 条 主动 边 ( 下 
边 ) 的 拉力 为 从 动 边 拉力 的 两 售 。 轴 及 轮 重 不 计 , 求 支 座 A 和 的 约束 力 以 及 链条 的 拉力 。 

4-15 某 减速 箱 由 三 轴 组 成 如 图 示 ,动力 由 BABA CEL hE RSE М, = 697 N: 
m。 如 齿轮 节 圆 直径 为 D, = 160 mm, D, = 632 mm, D, = 204 mm, 齿 轮 压力 角 为 20"。 不 计 


摩擦 及 轮 、 轴 重量 , 求 等 速 传动 时 ,轴承 A,B,C,D 的 约束 力 。 


B 


~ 
©ту? 


814-16 图 


4-16 使 水 涡轮 转动 的 力 偶 矩 为 М, = 1 200 N.m。 在 锥 齿轮 В 处 受到 的 力 分 解 为 三 
个 分 力 : 切 向 力 F HWA Е, 和 径 向 力 F,。 这 些 力 的 比例 为 Fi:F.:F,=1:0.32:0.17,。 B 
知 水 涡轮 连同 轴 和 锥 齿轮 的 总 重 为 P= 12 kN, 其 作用 线 沿 轴 Cz, 锥 齿轮 的 平均 半径 OB = 
0.6 m, 其 余 尺寸 如 图 示 。 求 止 推 轴承 C 和 轴承 A 的 约束 力 。 

4-17 如 图 所 示 , 均 质 长 方形 薄板 重 P=200 N, ARR А Я RE p 固定 在 墙 上 ， 
并 用 绳子 CE 维持 在 水 平 位 置 。 求 绳子 的 拉力 和 支 座 约束 力 。 
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4-18 图 示 六 丁 支撑 一 水 平板 ,在 板 角 处 受 铅 直 力 下 作用 。 设 板 和 杆 自重 不 计 , 求 各 
杆 的 内 力 。 

4-19 ZEH ABCD 有 两 个 直角 , 且 平 面 ABC 与 平面 BCD 垂直 。 杆 的 D MAREK 
支 座 , 另 一 A 端 受 轴承 支持 ,如 图 所 示 。 在 曲 杆 的 AB, BC 和 CD 上 作用 三 个 力 偶 , 力 偶 所 在 
平面 分 别 垂 直 于 AB, BC 和 CD 三 线段 。 已 知 力 偶 矩 M, 和 M, , 求 使 曲 杆 处 于 平衡 的 力 偶 
E M, 和 支 座 约束 力 。 


题 4- 19 图 题 4-20 图 


4-20 两 个 均 质 杆 AB 和 BC 分 别 重 P, 和 P, ,其 端点 A 和 C ШЕ Ez EZE kI E, 
另 一 端 BARRE {ЕЖЕ НУ ЕЗЕШ Б.Ш AC 平行 ,如 图 所 示 。 如 AB 与 水 平 
线 交角 为 45", 人 BAC =90°,Ж A 和 C 的 支 座 约束 力 以 及 墙 上 点 B 所 受 的 压力 。 

4-21 杆 系 由 球 匀 连 接 ,位 于 正方 体 的 边 和 对 角 线 上 ,如 图 所 示 。 在 节点 D 沿 对 角 线 
LD 方向 作用 力 Fo 。 在 节点 CHCHMBAM FAD F. MRR B,L наах, 
重 不 计 , 求 各 杆 的 内 力 。 


题 4-21 图 题 4-22 图 


4-22 图 示 机 床 重 50 kN, 当 水 平 放置 时 (9=0") 秤 上 读数 为 35 kN, 当 0= 20" 时 秤 上 读 


一 一- 一- ten ep 
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数 为 30 kN, 试 确定 机 床 重心 的 位 置 。 
4-23 工 字 钢 截面 尺寸 如 图 所 示 , 求 此 截面 的 几何 中 心 。 


4-24 ” 均 质 块 尺寸 如 图 所 示 , 求 其 重心 的 位 置 。 
4-25 均 质 曲 杆 尺寸 如 图 所 示 , 求 此 曲 杆 重心 坐标 。 


题 4-25 图 题 4-26 图 


4-26 图 示 均 质 物体 由 半径 为 > 的 圆柱 体 和 半径 为 > 的 半球 体 相 结合 组 成 。 如 均 质 物 
体 的 重心 位 于 半球 体 的 大 圆 的 中 心 点 C, 求 圆柱 体 的 高 。 
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本 章 将 介绍 滑动 摩擦 及 滚动 摩 阻 定律 ,由 于 摩擦 是 一 种 极其 复杂 的 物理 — 
力学 现象 ,这 里 仅 介绍 工程 中 常用 的 近似 理论 ,另外 将 重点 研究 有 摩擦 存在 时 物 
体 的 平衡 问题 。 


55-1 滑动 摩擦 


两 个 表面 粗 燃 的 物体 , 当 其 接触 表面 之 间 有 相对 滑动 趋势 或 相对 滑动 时 , 彼 

此 作用 有 阻碍 相对 滑动 的 阻力 , 即 滑 动 摩擦 力 。 摩 擦 力作 用 于 相互 接触 处 ,其 方 
向 与 相对 滑动 的 趋势 或 相对 滑动 的 方向 相反 , 它 的 大 小 根据 主动 力作 用 的 不 同 ， 
可 以 分 为 三 种 情况 , 即 静 滑动 摩擦 力 ,最 大 静 滑动 摩擦 力 和 动 滑动 摩擦 力 。 

1. 静 滑 动 摩擦 力 及 最 大 静 滑 动 摩擦 力 

在 粗糙 的 水 平面 上 放置 一 重 为 P 的 物体 ,该 物体 在 重力 Р 和 法 向 反 力 Fy 
的 作用 下 处 于 静止 状态 (图 5 一 1a)。 今 在 该 物体 上 作用 一 大 小 可 变化 的 水 平 拉 
力 下 , 当 拉 力 F 由 零 值 逐渐 增加 但 不 很 大 时 ,物体 仅 有 相对 滑动 趋势 ,但 仍 保持 
静止 。 可 见 支承 面 对 物 体 除法 向 约束 力 F 外 ,还 有 一 个 阻碍 物体 沿 水 平面 向 
右 滑 动 的 切 向 约束 力 , 此 力 即 静 滑 动 摩擦 力 ,简称 静摩擦 力 , 常 以 F. 表示 ,方向 
向 左 ,如 图 5- lb。 它 的 大 小 由 平衡 条 件 确定 。 此 时 有 


ZF. =0,Е,= F 
由 上 式 可 知 ,静摩擦 力 的 大 小 随 主动 力 F 的 增 大 而 增 大 ,这 是 静摩擦 力 和 一 般 
约束 力 共同 的 性 质 。 
静摩擦 力 又 与 一 般 约 束 力 不 同 , 它 并 不 随 主 动力 的 增 大 而 无 限度 地 增 
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大 。 当 主动 力 F 的 大 小 达到 一 定数 值 时 , 物 块 处 于 平衡 的 临界 状态 。 这 时 ,前 
摩 氛 力 达到 最 大 值 , 即 为 最 大 静 滑动 摩 氮 力 ,简称 最 大 静摩擦 力 ,以 F. RR 
此 后 ,如 果 主 动力 再 继续 增 大 ,但 静摩擦 力 不 能 再 随 之 增 大 ,物体 将 失去 平衡 
而 滑动 。 这 就 是 静摩擦 力 的 特点 。 
综 上 所 述 可 知 ,静摩擦 力 的 大 小 随 主动 力 的 情况 而 改变 ,但 介 于 零 与 最 大 什 
之 间 , 即 
OSF, SF max (5-1) 
比 , 即 
Е, = Е, (5-2) 
式 中 у 是 比例 常数 , 称 为 静摩擦 因数 , 它 是 量 纲 一 的 量 。 
式 (5 -2) 称 为 静摩擦 定律 (又 称 库仑 摩擦 定律 ) ,是 工程 中 常用 的 近似 理论 。 
静摩擦 因数 的 大 小 需 由 实验 测定 。 它 与 接触 物体 的 材料 和 表面 情况 (如 可 
糙 度 ,温度 和 湿度 等 ) 有 关 , 而 与 接触 面积 的 大 小 无 关 。 
静摩擦 因数 的 数值 可 在 工程 手册 中 查 到 , 表 5 一 1 中 列 出 了 一 部 分 常用 材料 
的 摩擦 因数 。 但 影响 摩擦 因数 的 因素 很 复杂 ,如 果 需 用 比较 准确 的 数值 时 ,必须 
在 具体 条 件 下 进行 实验 测定 。 
表 5-1 常用 材料 的 滑动 摩 近 因数 


H- 钢 
钢 - 软 钢 
H- 铸铁 
钢 - 青铜 
软 钢 - 铸铁 
软 钢 ~ 青铜 
铸铁 - 铸铁 
铸铁 - 青铜 
青铜 - 青铜 
皮革 - 铸铁 
橡皮 -铸铁 
木材 一 木材 


0.05~0.1 
0.2 0.1~0.2 
0.18 0.05~0.15 
0.1~0.15 0.15 0.1~0.15 
0.18 0.05~0.15 
0.18 0.07—0.15 
0.18 0.15 0.07—0.12 
0.15—0.2 0.07—0.15 
0.1 0.2 0.07—0.1 
0.15 0.6 0.15 

0.8 0.5 

0.07—0.15 


2. 动 滑动 摩擦 力 
当 滑动 摩擦 力 已 达到 最 大 值 时 , 若 主动 力 F 再 继续 加 大 ,接触 面 之 间 将 出 
现 相 对 滑动 。 此 时 ,接触 物体 之 间 仍 作用 有 阻碍 相对 滑动 的 阻力 ,这 种 阻力 称 为 
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动 滑动 摩擦 力 ,简称 动 摩擦 力 , 以 下 表示。 实验 表明 : 动 摩擦 力 的 大 小 与 接触 物 
体 间 的 正 压力 成 正比 , 即 
F= fFy (5-3) 

AP f 是 动 摩擦 因数 , 它 与 接触 物体 的 材料 和 表面 情况 有 关 。 

一 般 情况 下 , 动 摩 擦 因数 小 于 静摩擦 因数 , 即 /< у, 

实际 上 动 摩擦 因数 还 与 接触 物体 间 相 对 滑动 的 速度 大 小 有 关 。 对 于 不 同 材 
料 的 物体 , 动 摩擦 因数 随 相 对 滑动 的 速度 变化 规律 也 不 同 。 多 数 情况 下 , 动 摩擦 
因数 随 相 对 滑动 速度 的 增 大 而 稍 减 小 。 但 当 相 对 滑动 速度 不 大 时 , 动 摩擦 因数 
可 近似 地 认为 是 个 常数 ,参阅 表 5 一 1。 

在 机 器 中 ,往往 用 降低 接触 表面 的 粗糙 度 或 加 入 润滑 剂 等 方法 ,使 动 摩擦 因 
数 了 降低 ,以 减 小 摩擦 和 磨损 。 
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1. 摩擦 角 

当 有 摩擦 时 ,支承 面 对 平 衡 物体 的 约束 力 包含 法 向 约束 力 F, MINAR 
力 F,( 即 静摩擦 力 )。 这 两 个 分 力 的 几何 和 Fs = F, + F, 称 为 支承 面 的 全 约束 
丸 , 它 的 作用 线 与 接触 面 的 公法 线 成 一 偏 角 p, 如 图 5- 2a 所 示 。 当 物 块 处 于 平 
衡 的 临界 状态 时 ,静摩擦 力 达到 由 式 (5 - 2) 确 定 的 最 大 值 , 偏 角 о 也 达到 最 大 
值 w, 如 图 5- 2b 所 示 。 全 约束 力 与 法 线 间 的 夹 角 的 最 大 值 pw 称 为 摩擦 角 。 由 
图 可 得 


FF 
tan = "F = f. (5-4) 


即 : 摩 按 角 的 正切 等 于 静摩擦 因数 。 可 见 , 摩 擦 角 与 摩擦 因数 一 样 ,都 是 表示 
材料 的 表面 性 质 的 量 。 
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当 物 块 的 滑动 趋势 方向 改变 时 ,全 约束 力作 用 线 的 方位 也 随 之 改变 ;在 临界 
状态 下 ,Fs 的 作用 线 将 画 出 一 个 以 接触 点 A 为 顶点 的 锥 面 ,如 图 5 – 2с 所 示 ， 
称 为 摩擦 锥 。 设 物 块 与 支承 面 间 沿 任何 方向 的 摩擦 因数 都 相同 , 即 摩擦 角 都 相 
等 , 则 摩擦 锥 将 是 一 个 顶 角 为 2 HAE. 

2. 自 锁 现象 

物 块 平衡 时 ,静摩擦 力 不 一 定 达 到 最 大 值 , 可 在 零 与 最 大 值 FF 之 间 变 化 ， 
所 以 全 约束 力 与 法 线 间 的 夹 角 o 也 在 零 与 摩擦 角 o, 之 间 变 化 , 即 

0<ф< о; (5-5) 
由 于 静摩擦 力 不 可 能 超过 最 大 值 , 因 此 全 约束 力 的 作用 线 也 不 可 能 超出 摩擦 角 
以 外 , 即 全 约束 力 必 在 摩擦 角 之 内 。 由 此 可 知 : 

(1) 如 果 作 用 于 物 块 的 全 部 主动 力 的 合力 Fs 的 作用 线 在 摩擦 角 о, 之 内 ， 
则 无 论 这 个 力 怎 样 大 , 物 块 必 保 持 静 止 。 这 种 现象 称 为 自 锁 现象 。 因 为 在 这 种 
情况 下 ,主动 力 的 合力 F 与 法 线 间 的 夹 角 6< gi, 因此 ,Fs 和 全 约束 力 Foa D 
能 满足 二 力 平衡 条 件 , 且 0= p< ptr, 如 图 5-3a 所 示 。 工 程 实际 中 常 应 用 自 锁 
条 件 设计 一 些 机 构 或 夹具 ,如 千斤 项、 压榨 机 、 圆 锥 销 等 ,使 它们 始终 保持 在 平衡 
状态 下 工作 。 

(2) 如 果 全 部 主动 力 的 合力 Fs 的 作用 线 在 摩擦 角 o, 之 外 , 则 无 论 这 个 力 
怎样 小 , 物 块 一 定 会 滑动 。 因 为 在 这 种 情况 下 ,0> gi, 而 p 释 pi; 支承 面 的 全 约 
RA Fea 和 主动 力 的 合力 Fs 不 能 满足 二 力 平衡 条 件 , 如 图 5 一 3b 所 示 。 应 用 这 
个 道理 ,可 以 设法 避免 发 生 自 锁 现象 。 
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示 ,把 要 测定 的 两 种 材料 分 别 做 成 斜面 和 物 块 , 把 物 抉 放 在 斜面 上 ,并 逐渐 从 零 
起 增 大 斜面 的 倾角 0, 直 到 物 块 刚 开始 下 滑 时 为 止 。 这 时 的 9 角 就 是 要 测定 的 
摩擦 角 pf, 因为 当 物 块 处 于 临界 状态 时 ,已 = — Fes,0= pt。 由 式 (5 一 4) 求 得 摩 
擦 因数 , 即 
f. = tan @,= tan 0 

斜面 的 自 锁 条 件 就 是 螺纹 (图 5 – Sa) 的 自 锁 条 件 。 因 为 螺纹 可 以 看 成 为 绕 
在 一 圆柱 体 上 的 斜面 ,如 图 5 ~ Sb 所 示 ,螺纹 升 角 9 就 是 斜面 的 倾角 ,如 图 5 – 
Sc 所 示 。 螺 母 相 当 于 斜面 上 的 滑 块 А ,加 于 螺母 的 轴 向 载荷 已 ,相当 物 块 A 的 
重力 。 要 使 螺纹 自 锁 , 必 须 使 螺纹 的 升 角 9 小 于 或 等 于 摩擦 角 w;。 因 此 螺纹 的 
自 锁 条 件 是 


若 螺旋 千斤 顶 的 螺杆 与 螺母 之 间 的 摩擦 因数 为 =0.1,Ш 
tan g; = f. =0.1 
得 
pi = 5°43’ 
为 保证 螺旋 千斤 顶 自 锁 , 一 般 取 螺纹 升 角 9= 4° ~ 4°30’, 
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考虑 摩擦 时 ,求解 物体 平衡 问题 的 步 又 与 前 几 章 所 述 大致 相 同 , 但 有 如 下 的 
几 个 特点 :(1) 分 析 物 体 受 力 时 ,必须 考虑 接触 面 间 切 向 的 摩擦 力 F,, 通 常 增加 
了 未 知 量 的 数目 ; (2) 为 确定 这 些 新 增加 的 未 知 量 ,还 需 列 出 补充 方程 , 即 F.< 
ЬЕ ,补充 方程 的 数目 与 摩擦 力 的 数目 相同 ;(3) 由 于 物体 平衡 时 摩擦 力 有 一 定 
的 范围 ( 即 0<F,J,Fn), 所 以 有 摩擦 时 平衡 问题 的 解 亦 有 一 定 的 范围 ,而 不 是 


ер Sr 
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一 个 确定 的 值 。 
工程 中 有 不 少 问题 只 需要 分 析 平 衡 的 临界 状态 ,这 时 静摩擦 力 等 于 其 最 大 
值 ,补充 方程 只 取 等 号 。 有 时 为 了 计算 方便 ,也 先 在 临界 状态 下 计算 , 求 得 结果 


后 再 分 析 ` 讨 论 其 解 的 平衡 范围 。 
例 5-1 物体 重 为 P, 放 在 倾角 为 9 的 斜面 上 , 它 与 斜面 间 的 摩 氛 因 数 为 人 ,如 图 5- ба 


所 示 。 当 物体 处 于 平衡 时 , 试 求 水 平 力 Е, 的 大 小 。 


М: 由 经 验 易 知 , 力 Fi 太 大 , 物 块 将 上 滑 ; 力 F, 太 小 , 物 块 将 下 滑 , 因 此 F, 应 在 最 大 
与 最 小 值 之 间 。 

先 求 力 F 的 最 大 值 。 当 力 F 达到 此 值 时 ,物体 处 于 将 要 向 上 滑动 的 临界 状态 。 在 此 
情形 下 ,摩擦 力 F, 沿 斜面 向 下 ,并 达到 最 大 值 F。。 。 物 体 共 受 4 个 力作 用 :已 知 力 P, 未 知 力 
F, Fy, Fon ,如 图 5$- 6a 所 示 。 列 平衡 方程 

ZF,=0, Ficos0-Psinbg- 下 =0 
ZF,=0, F` F,sin @- Рсоѕ 0=0 
此 外 ,还 有 1 个 补充 方程 , 即 
Fmax = fs FN 
三 式 联 立 ,可 解 得 水 平 推力 Е, 的 最 大 值 为 


sin 0 + f,cos 0 
cos 0 — f.sin 6 


现 再 求 F, 的 最 小 值 。 当 力 Е, 达到 此 值 时 ,物体 处 于 将 要 向 下 滑动 的 临界 状态 。 在 此 
情形 下 ,摩擦 力 沿 斜 面向 上 ,并 达到 另 一 最 大 值 ,用 Fe 表示 此 力 ,物体 的 受 力 情况 如 图 5 – 
3b 所 示 。 列 平衡 方程 


Fima = P 


ХЕ, =0, F,cos 6- Psin 0- F’,,, =0 
3F,=0, F’y—Fysin 0- Peos 0=0 
此 外 ,再 列 出 补充 方程 
F wax = f. F”. 
三 式 联 立 ,可 解 得 水 平 推力 F. 的 最 小 值 为 


sin 0 — f.cos 0 


Panis = P CS OF f.Sn 0 
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综合 上 述 两 个 结果 可 知 :为 使 物 块 静止 , 力 F, 必须 满足 如 下 条 件 


sin 0 — f.cos 0 sin 9+ f.cos 0 
cos 0+ f.sin 0 cos 0 — f,sin 0 


此 题 如 不 计 摩 擦 (f, =0) ,平衡 时 应 有 F, = Ptan0 ,其 解答 是 唯一 的 。 

本 题 也 可 以 利用 摩擦 角 的 概念 ,使 用 全 约束 力 来 进行 求解 。 当 物 块 有 向 上 滑动 趋势 且 达 
临界 状态 时 ,全 约 东 力 Fs 与 法 线 夹 角 为 摩擦 角 pi, 物 块 受 力 如 图 5 ~ 7а 所 示 。 这 是 平面 汇 
交 力 系 ,平衡 方程 如 下 : 


<F,<P 


DF, =0 F,cos(8 + фі) — P=0 

DF, =0 Fima ~ Fasin(0 + pr)=0 
解 得 Куш = Ptan( 0 + gi) 

同样 , 当 物 块 有 向 下 滑动 趋势 且 达 临界 状态 时 , 受 力 如 图 5 – 7b 所 示 ,平衡 方程 为 

EF,=0 Frcos(0- фі) -Р=0 

EF,=0 Е... Fisin(0- pi)=0 
解 得 Е... = Ptan( 0 — ф;) 

由 以 上 计算 知 ,使 物 块 平衡 的 力 F, 应 满足 

Ptan(0— 9, )<F,<Ptan(0 + pl) 

这 一 结果 与 用 解析 法 计算 的 结果 是 相同 的 。 对 图 5 -7a,b 所 示 的 两 个 平面 汇 交 力 系 也 可 以 
不 列 平衡 方程 ,只 需 用 几何 法 画 出 封闭 的 力 三 角形 就 可 以 直接 求 出 Fima Ко 

在 此 例题 中 ,如 斜面 的 倾角 小 于 摩擦 角 , 即 9< pi 时 ,水 平 推力 Fi 为 负 值 。 这 说 明 , 此 
时 物 块 不 需要 力 F, 的 支持 就 能 静止 于 斜面 上 ;而 且 无 论 重力 P 值 多 大 , 物 块 也 不 会 下 滑 ,这 
BE AMAR, 

应 该 强调 指出 ,在 临界 状态 下 求解 有 摩擦 的 平衡 问题 时 ,必须 根据 相对 滑动 
的 趋势 ,正确 判定 摩擦 力 的 方向 。 这 是 因为 解 题 中 引 用 了 补充 方程 F... = 
FFn EF /为 正 值 , Fa Е 必须 有 相同 的 符号 。 法 向 约束 力 Fy 的 方向 总 
是 确定 的 , Fy 值 永 为 正 ,因而 F,,, 也 应 为 正 值 , 即 摩擦 力 Fx 的 方向 不 能 假定 ， 


— r 
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必须 按 真 实 方向 给 出 。 
例 5-2 图 5-8a 所 示 为 凸轮 机 构 。 已 知 推 杆 (不 计 自重 ) 与 滑 道 间 的 摩擦 因数 为 f.. 


滑 道 宽度 为 5。 设 凸轮 与 推 杆 接触 处 的 摩擦 忽略 不 计 。 问 a 为 多 大 , 推 杆 才 不 致 被 卡 住 。 


(a) (b) 
5-8 


R: 取 推 杆 为 研究 对 象 。 其 受 力图 如 图 5 8b 所 示 , 推 杆 除 受 凸 轮 推力 F 作用 外 ,在 
滑 道 A,B 处 还 受 法 向 反 力 Fu, ,Fws 作 用 ,由 于 推 枉 有 向 上 滑动 趋势 , 则 摩擦 力 F ,Fs 的 方 


向 向 下 。 
列 平衡 方程 
SF,=0, Fya- Fyp =0 (a) 
EF,=0, -F,-~F,+F=0 (b) 
EMp(F)=0, Fa- Fub- Fy $+F, $=0 (c) 


考虑 平衡 的 临界 情况 ( 即 推 杆 将 动 而 尚未 动 时 ) ,摩擦 力 都 达 最 大 值 ,可 以 列 出 两 个 补充 
方程 


Fa = f, Fna (d) 
Fs = fF ya (e) 
H xX (а) 9 
Fya = Ем = Fy 


代入 式 (d) .(e) ,得 
Fa = Fs = Fux = f. Fy 
代入 式 (b) ,得 
F=2F mx 
最 后 代入 式 (c) ,注意 Fue = ЕГУ, R1 
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保持 F Alb 不 变 , 由 式 (c) 可 见 , 当 a 减 小 时 ,Fns(= Fy, ) 亦 减 小 ,因而 最 大 静摩擦 力 减 
小 , 式 (b) 不 能 成 立 ,因而 当 a< 二 -时 , 推 杆 不 能 平衡 , 即 推 杆 不 会 被 卡 住 。 


本 题 也 可 以 用 摩擦 角 及 全 约 东 力 来 进行 求解 。 取 推 杆 为 研究 对 象 ,这 时 应 将 А,В 处 的 
摩擦 力 和 法 向 约束 力 分 别 合 成 为 全 约束 力 Fea fl Fro TE, WIR F, Fra 和 Fs 三 个 力作 
用 。 

用 比例 尺 在 图 上 画 出 推 杆 的 几何 尺寸 ,并 自 А,В 两 点 各 作 与 法 线 成 夹 角 с, (ERM) 
直线 ,两 线 交 于 点 C 如 图 5 一 9 所 示 , 点 C 至 推 杆 中 心 线 的 距离 即 为 所 求 的 临界 值 a ,可 用 
比例 尺 从 图 上 量 出 。 或 按 下 式 计算 ,得 

ааш = Foot т=з 

由 摩擦 力 的 性 质 可 知 ,A,B 处 的 全 约束 力 只 能 在 
摩擦 角 以 内 ,也 就 是 两 力 的 作用 线 的 交点 只 可 能 在 点 
C 或 C 的 右 侧 (阴影 部 分 内 )。 根 据 三 力 平衡 的 汇 交 条 ° 
件 可 知 , 只 有 F, Fra Е 三 个 力 汇 交 于 一 点 时 推 杆 
才能 平衡 。 由 于 PAF, ER CEMA SEH, 


因而 当 a< aga ,或 а< 入 时 ,三 力 不 可 能 汇 交 , 即 推 


杆 不 能 被 卡 住 。 而 当 4 之 地 时 ,三 力 将 汇 交 于 一 点 而 


平衡 ,此 时 无 论 推 力 F 多 大 也 不 能 推动 推 杆 , 推 杆 将 
被 卡 住 ( 自 锁 )。 

例 5-3 制动器 的 构造 和 主要 尺寸 如 图 5 - 10a 所 示 。 制 动 块 与 鼓 轮 表面 间 的 摩 氛 因 
BON у. , 试 求 制止 鼓 轮 转动 所 必需 的 力 F. 

М: 先 取 鼓 轮 为 研究 对 象 , 受 力图 如 图 5 - 10b 所 示 。 鼓 轮 在 绳 拉力 F.(F.= P) 作 用 
下 ,有 道 时 针 转 动 的 趋势 ;因此 RAR ERD F. 外 ,还 有 一 个 向 左 的 摩擦 力 F.. Pj 
方程 


EMo(F)=0, Fir-F.R=0 (a) 
解 得 
F, =F = GP (b) 
再 取 杠 杆 OAB 为 研究 对 象 ,其 受 力图 如 图 5- 10c 所 示 。 列 力矩 方程 
2Mo(F)=0, Fat+ F’,c- F’yo=0 (c) 
补充 方程 
F © /,Е' у (4) 
由 式 (c),(d) 得 
P< ft (e) 
OF, = Е',, 18 
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15-4 5-11 所 示 的 均 质 木 箱 重 P= 5 kN, 它 与 地 面 间 的 静摩擦 因数 f. =0.4。 图 
P h=2a=2 т,0= 30°, R:(1) 4 DAMA F=1 kN 时 , 木 箱 是 否 平衡 ? (2) 能 保持 木 
箱 平衡 的 最 大 拉力 。 


图 5 一 11 


解 : 欲 保持 木 箱 平衡 ,必须 满足 两 个 条 件 : 一 是 不 发 生 滑动 , 即 要 求 静 摩擦 力 F.<F... 
=f.Fn; 二 是 不 绕 A 点 翻 倒 , 这 时 法 向 约束 力 Fy 的 作用 线 应 在 木 箱 内 , 即 4>>0。 
(1) 取 木 箱 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 5 一 11 所 示 , 列 平衡 方程 


55-4 滚动 摩 阻 的 概念 119 


УЕ, =0,Е, – Ёсоз 0 = 0 (a) 
ZF, =0,Fy- P+ Fsin 0=0 (b) 
=M,(F)=0 hFcos 0- P 2 + Fyd=0 (c) 


2 
求解 以 上 各 方程 ,得 
F,=0.866 kN, Fy =4.5kN,d=0.171 m 
此 时 本 箱 与 地 面 间 最 大 摩擦 力 
Е. = fFn=1.8 kN 
AR ЕСЕ, „ЖЕЛЕВ; У dq >0, 木 箱 不 会 翻 倒 。 因 此 , 木 箱 保 持平 衡 。 
(2) 为 求 保持 平衡 的 最 大 拉力 下 ,可 分 别 求 出 木 箱 将 滑动 时 的 临界 拉力 Fw 和 木 箱 将 绕 
A 点 翻 倒 的 临界 拉力 Fw。 二 者 中 取 其 较 小 者 , 即 为 所 求 。 
木 箱 将 滑动 的 条 件 为 
F, = Pom = f. Ем (d) 
由 式 (a),(b),(d) 联 立 解 得 


Fr = 1.876 kN 


— f. 
~ cos 0 + f.sin 6 
木 箱 将 绕 A 点 翻 倒 的 条 和 件 为 d=0, 代 入 式 (c) ,得 


_ Pa 
Fa ~ Zheos 6 


由 于 Fa < Fx ,所 以 保持 木 箱 平 衡 的 最 大 拉力 为 
F = Fy =1.443 kN 
这 说 明 , 当 拉力 下 逐渐 增 大 时 , 木 箱 将 先 翻 倒 而 失去 平衡 。 
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由 实践 可 知 ,使 滚 子 滚动 比 使 它 滑动 省 力 。 所 以 在 工程 中 ,为 了 提高 效率 ， 
减轻 劳动 强度 , 常 利 用 物体 的 滚动 代替 物体 的 滑动 。 设 在 水 平面 上 有 一 滚 子 , 重 
BY 已 ,半径 为 ~, 在 其 中 心 O 上 作用 一 水 平 力 FF, 当 力 F 不 大 时 RFR 
静止 。 若 滚 子 的 受 力 情况 如 图 5 一 12 所 示 , 则 滚 子 不 可 能 保持 平衡 。 因 为 静 滑 
动 摩擦 力 F, 与 力 FAR- HA HERE RAR, (AB, SREY PRK 
时 , 滚 子 是 可 以 平衡 的 。 这 是 因为 滚 子 和 平面 实际 上 并 不 是 刚体 ,它们 在 力 的 作 
用 下 都 会 发 生变 形 ,有 一 个 接触 面 , 如 图 5 - 13a 所 示 。 在 接触 面 上 ,物体 受 分 布 
力 的 作用 ,这 些 力 向 点 A 简化 ,得 到 一 个 力 F, 和 一 个 力 偶 , 力 偶 的 矩 为 M, ,如 
图 5- 13b 所 示 。 这 个 力 Fs 可 分 解 为 摩擦 力 F, 和 法 向 约束 力 Ек RTH 
M, 的 力 偶 称 为 滚动 摩 阻力 偶 ( 简 称 滚 阻力 偶 ) , 它 与 力 偶 (下 ,F.) 平 衡 , 它 的 转向 
与 滚动 的 趋向 相反 ,如 图 5 —13c 所 示 。 

与 静 滑 动 摩擦 力 相似 ,滚动 靡 阻力 偶 矩 М, 随 着 主动 力 的 增加 而 增 大 , 当 力 


=1.443 kN 
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F 增加 到 某 个 值 时 , SS SR U SSC TSS Ku 
态 ; 这 时 ,滚动 摩 阻力 偶 矩 达到 最 大 值 , 称 为 最 大 滚动 
摩 阻力 偶 矩 ,用 МЖЖ. BH Е 再 增 大 一 点 ,轮子 A 
就 会 滚动 。 在 滚动 过 程 中 ,滚动 摩 阻力 偶 逢 近似 等 于 


M хо 
由 此 可 知 ,滚动 摩 阻 力 偶 矩 M, 的 大 小 介 于 零 与 = 
最 大 值 之 间 , 即 ғ, M 
OKM; SM na (5-6) 
由 实验 表明 :最 大 滚动 摩 阻 力 偶 矩 M a A f k 图 5- 12 
无 关 , 而 与 支承 面 的 正 压 力 (法 向 约束 力 )F 的 大 小 成 正比 , 即 
AM = FN (5-7) 


Е ЖОНЕ, Кор 8 是 比例 常数 , 称 为 滚动 摩 阻 系数 ,简称 滚 阻 系数 。 
由 上 式 知 ,滚动 摩 阻 系数 具有 长 度 的 量 网 ,单位 一 般 用 mm. 


图 5 一 13 


滚动 摩 阻 系数 由 实验 测定 , 它 与 滚 子 和 支承 面 的 材料 的 硬度 和 湿度 等 有 关 ， 
与 滚 子 的 半径 无 关 。 表 5- 2 是 几 种 材料 的 滚动 摩 阻 系数 的 值 。 
表 5-2 滚动 摩 阻 系数 ó 


材料 名 称 
铸铁 与 铸铁 软 钢 与 钢 | 
钢 质 车 轮 与 钢轨 0.05 有 滚珠 轴承 的 料 车 与 钢轨 0.09 
жу 0.3~0.4 | 无 滚珠 轴承 的 料 车 与 钢轨 0.21 
木 与 木 0.5~0.8 | 钢 质 车 轮 与 木 面 1.5~2.5 
软木 与 软木 1.5 轮胎 与 路 面 2~10 
AGRA HR 


滚 阻 系数 的 物理 意义 如 下 。 滚 子 在 即将 滚动 的 临界 平衡 状态 时 ,其 受 力图 
如 图 5- 14а 所 示 。 根 据 力 的 平移 定理 ,可 将 其 中 的 法 向 约束 力 Fu 与 最 大 滚动 
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摩 阻力 偶 M,, 合 成 为 一 个 力 F n H EF n= Fw。 力 Fn 的 作用 线 距 中 心 线 的 距 


SA d ,如 图 5- 14Ь Bra. BD 
M max 


d= er 


与 式 (5-7) 比 较 ,得 
ё=4 
因而 滚动 摩 阻 系数 5 可 看 成 在 即将 滚动 时 ,法 向 约束 力 Е'„ 离 中 心 线 的 最 远 距 
离 , 也 就 是 最 大 滚 阻 力 偶 (F“\,P) 的 辟 。 故 它 具 有 长 度 的 量 纲 。 
由 于 滚动 摩 阻 系 数 较 小 ,因此 ,在 大 多 数 情况 下 滚动 摩 阻 是 可 以 忽略 不 计 
的 。 
由 图 5 一 14a, 可 以 分 别 计算 出 使 滚 子 滚动 或 滑动 所 需要 的 水 平 拉力 Fo 


F, A 
(b) 
Æ 5-14 
EME УМ, (F)=0, LOR 
_ М. _ OFN 8 
Pas R OR RP 


由 平衡 方程 ZF, =0, 可 以 求 得 
Fa = Fna = fa Fn = fP 
一 般 情 况 下 ,有 
6 
RSS 


因而 使 滚 子 滚动 比 滑动 省 力 得 多 。 

5-5 半径 为 R 的 滑轮 B 上 作用 有 力 偶 , 轮 上 绕 有 细 绳 拉 住 半径 为 RR .重量 为 Ú 
圆柱 ,如 图 5 一 15a 所 示 。 和 斜面 倾角 为 ,圆柱 与 斜面 间 的 滚动 摩 阻 系数 为 8。 求 保持 圆柱 平 
Ж, Л ОЕ Ms 的 最 大 与 最 小 值 。 

#: 取 圆 柱 为 研究 对 象 , 先 求 绳 子 拉 力 。 出 柱 在 即将 滚动 的 临界 状态 下 , 滚 阻力 偶 达 最 
ХАЯ, В М, = OF ,转向 与 滚动 趋势 相反 。 当 绳 拉力 为 最 小 值 时 ,圆柱 有 向 下 滚动 的 趋势 ; 
当 绳 拉力 为 最 大 值 时 ,圆柱 有 向 上 滚动 的 趋势 。 

(1) 先 求 最 小 拉力 Fn , 受 力 如 图 5- 15b 所 示 , 列 平衡 方程 


122 第 五 章 Ж # 


图 5-15 
=M,(F)=0, Psin 0-R — Е.Е - Mm = 0 (a) 
ZF,=0, Fs-Pceos 6=0 (b) 
临界 状态 的 补充 方程 
M max = OF y (c) 
联 立 求 得 最 小 拉力 值 
Fy, = P(sin 6 ~ Loos 0) 
(2) 再 求 最 大 拉力 Fy , 受 力 如 图 5 一 15c 所 示 NERA 
ZM,(F)=0, Psin @-R- Fu R + M... = 0 (d) 
EF,=0, Fy- Pcos 0=0 (e) 
列 补充 方程 
М = OF x (f) 


联 立 解 得 最 大 拉力 值 Fn = P (sin 0+ 2 cos Ө) 
(3) 以 滑轮 B 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 5— 154 所 示 , 列 平衡 方程 
| EMs(F)=0, F’;R-M,=0 
当 绳 拉力 分 别 为 Fm 或 下 mn 时 ,得力 偶 矩 Ms 的 最 大 与 最 小 值 为 
Мв = Ез, R = P(Rsin 6+ Əcos 8) 
Monin = Ез R = P(Rsin 0 — ôcos 0) 
即 Ms 的 平衡 范围 为 
P(Rsin 0 – дсоѕ 9) M < P( Rsin 8 + 8cos 0) 


小 结 


І. 摩擦 现象 分 为 滑动 摩擦 和 滚动 摩 阻 两 类 。 
2. 滑动 摩擦 力 是 在 两 个 物体 相互 接触 的 表面 之 间 有 相对 滑动 趋势 或 有 相 
对 滑动 时 出 现 的 切 向 约束 力 。 前 者 称 为 静 滑动 摩擦 力 ,后 者 称 为 动 滑动 摩擦 力 。 
(1) 静摩擦 力 Е, 的 方向 与 接触 面 间 相对 滑动 趋势 的 方向 相反 ,其 值 满足 
OSF, SF mx 


静摩擦 定律 为 F... = 人 Fn 
其 中 为 静摩擦 因数 ,FF\ 为 法 向 约束 力 。 
(2) 动 摩擦 力 的 方向 与 接触 面 间 相 对 滑动 的 速度 方向 相反 ,其 大 小 为 
F= {Fy 
其 中 у 为 动 摩擦 因数 ,一 般 情况 下 略 小 于 静摩擦 因数 у, о 
3. BRA p 为 全 约束 力 与 法 线 间 夹 角 的 最 大 值 , 且 有 
tan ф,= f, 
全 约束 力 与 法 线 间 夹 角 р 的 变化 范围 为 
0< s<, 
当主 动力 的 合力 作用 线 在 摩擦 角 之 内 时 发 生 自 锁 现象 。 
4. 物体 滚动 时 会 受到 阻碍 滚动 的 滚动 摩 阻力 偶 作 用 。 
物体 平衡 时 ,滚动 摩 阻力 偶 矩 M, 随 主 动力 的 大 小 变化 ,范围 为 
. 0<M,<M,,, 
x 
M = OF y 
其 中 6 为 滚动 摩 阻 系 数 , 单 位 为 mm。 
物体 滚动 时 ,滚动 摩 阻 力 偶 矩 近似 等 于 М 


思 考 题 


5-1 已 知 一 物 块 重 已 = 100 N, 用 水 平 力 下 = 500 N 的 力 压 在 一 铅 直 表面 上 ,如 图 5- 
16 所 示 ,其 磨擦 因数 上 =0.3, 问 此 时 物 块 所 受 的 摩擦 力 等 于 多 少 ? 


Ё 5-16 Ё 5-17 


5-2 ШИ 5-17 所 示 , 试 比较 用 同样 材料 ,在 相同 的 光洁 度 和 相同 的 胶带 压力 F 作用 
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下 , 平 胶 带 与 三 角 胶 带 所 能 传递 的 最 大 拉力 。 
5-3 为 什么 传动 螺纹 多 用 方 牙 螺纹 (如 丝 杠 )? 而 锁 紧 螺纹 多 用 三 角 螺纹 (如 螺钉 )? 
5-4 ШИ 5-18 所 示 , 砂 石 与 胶带 间 的 静摩擦 因数 У, =0.5 ,试问 输送 带 的 最 大 倾角 0 


为 多 大 ? 


图 5-19 


5-5 DRE 了 ,一 力作 用 在 摩擦 角 之 外 ,如 图 5-19 所 示 。 已 知 6= 25" ,摩擦 角 o, 
=20°,F= PP。 问 物 块 动不动 ? 为 什么 ? 

5-6 如 图 5-20 in RRS ERR AH о. ВЛ БЕВ, 
问 钢 棉 两 个 平面 间 的 夹 角 9 应 该 多 大 ? RER. 


РА 5-20 图 5-21 


5-7 已 知 x 形 物体 重 为 ,尺寸 如 图 5 一 21 т. MUKED ЕЖ, “RE 
拉动 时 ,A ,3 两 处 的 摩擦 力 是 否 都 达到 最 大 值 ? 如 A,B 两 处 的 静摩擦 因数 均 为 了 ,此 二 处 
最 大 静摩擦 力 是 否 相 等 ? 又 ,如 力 下 较 小 而 未 能 拉动 物体 时 ,能 否 分 别 求 出 А,В 两 处 的 静 
摩擦 力 ? 

5-8 汽车 匀速 水 平行 驶 时 ,地 面 对 车 轮 有 滑动 摩 掠 也 有 滚动 摩 阻 ,而 车 轮 只 深 不 滑 。 
汽车 前 轮 受 车 身 施 加 的 一 个 向 前 推力 ЕС 5 ~ 22a) ,而 后 轮 受 一 驱动 力 偶 M, 并 受 车 身 向 后 
的 反 力 下 (图 5-22b)。 试 画 全 前 、 后 轮 的 受 力图 。 在 同样 摩 氛 情 况 下 , 试 面 出 自行 车 前 、 后 
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轮 的 受 力 图 。 又 如 何 求 其 滑动 摩擦 力 ? 是 否 等 于 其 动 滑动 摩擦 力 Fy? 是 否 等 于 其 最 大 静 
摩擦 力 ? 


(a) - (b) 


5-22 


习 题 


5-1 如 图 所 示 , 置 于 V 型 槽 中 的 棒 料 上 作用 一 力 偶 , 力 偶 的 矩 M =15 Nem 时 ,刚好 
能 转动 此 棒 料 。 已 知 棒 料 重 已 = 400 N, 直 径 D = 0.25 m, 不 计 滚动 摩 阻 。 求 棒 料 与 v E 
间 的 静摩擦 因数 у. 


题 5-1 图 题 5-2 图 


5-2 梯子 AB ЖЕЕ, HBA P=200 N, 如 图 所 示 。 梯 长 为 HS KERR 0 = 
60'。 已 知 接触 面 间 的 摩擦 因数 均 为 0.25。 今 有 一 重 650 N 的 人 沿 梯 上 息 , 间 人 所 能 达到 的 
最 高 点 C 到 A 点 的 距离 应 为 多 少 ? 

5-3 ARRAS A АВ 和 BC ,在 端点 B 用 光滑 贸 链 连 接 ,A,C 端 放 在 不 光滑 的 
水 平面 上 ,如 图 所 示 。 当 ABC 成 等 边 三 角形 时 ,系统 在 铝 直面 内 处 于 临界 平衡 状态 。 求 杆 端 
与 水 平面 间 的 摩擦 因数 。 


—— q 


题 5-3 图 题 5-4 图 


5-4 攀登 电线 杆 的 脚 套 钓 如 图 。 设 电线 杆 直径 d = 300 mm, А.В 间 的 铝 直 距离 6 = 
100 mm。 若 套 钓 与 电线 杆 之 间 摩 擦 因数 у, =0.5。 求 工人 操作 时 ,为 了 安全 ,站 在 套 钓 上 的 
最 小 距离 ! 应 为 多 大 。 

5-5 不 计 自 重 的 拉 门 与 上 下 滑 道 之 间 的 静摩擦 因数 均 为 f IRN h. ENLA 


处 用 水 平 力 F 拉 门 而 不 会 卡 住 , 求 门 宽 b 的 最 小 值 。 问 门 的 自重 对 不 被 卡 住 的 门 宽 最 小 值 
ABR? 


题 5-5 图 5-68 


5-6 平面 曲柄 连 杆 滑 块 机 构 如 图 所 示 。OA4 = ! ,在 曲柄 OA 上 作用 有 一 和 矩 为 M 的 力 
偶 , O4 水 平 。 连 杆 AB 与 铅 垂 线 的 夹 角 为 9, 滑 块 与 水 平面 之 间 的 摩擦 因数 为 f. ,不 计 重 量 ， 
Н tan 6>f。。 求 机 构 在 图 示 位 置 保 持平 衡 时 下 力 的 值 。 

5-7 轧 压 机 由 两 轮 构成 ,两 轮 的 直径 均 为 a = 500 mm, 轮 间 的 间隙 为 a = 5 mm, 两 轮 
反 向 转动 ,如 图 上 箭头 所 示 。 已 知 烧 红 的 铁 板 与 铸铁 轮 间 的 摩擦 因数 为 f, =0.1, 问 能 轧 压 
的 铁 板 的 厚度 b 是 多 少 ? 

提示 : 欲 使 机 器 工作 , 则 铁 板 必 须 被 两 转 轮 带 动 , 亦 即 作用 在 铁 板 А,В 处 的 法 向 反作用 
力 和 摩擦 力 的 合力 必须 水 平 向 右 。 
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题 5-7 图 


5-8 鼓 轮 利 用 双 闸 块 制动器 制 动 , 设 在 杠杆 的 末端 作用 有 大 小 为 200 N 的 力 下 ,方向 
与 杠杆 相 垂 直 , 如 图 所 示 。 已 知 闸 块 与 鼓 轮 的 摩擦 因数 F.=0.5,X 2R=0,0,=KD=DC 
= 0,A=KL=0,L=0.5 m,O,B=0.75 m, AC = O,D=1m,ED=0.25 m, 自 重 不 计 。 求 
作用 于 鼓 轮 上 的 制 动 力矩 。 

5-9 砖 夹 的 宽度 为 0.25 m, 曲 杆 AGB 与 GCED 在 G ABE, РК. BRE 
Р = 120 N ,提起 砖 的 力 F 作用 在 砖 夹 的 中 心 线 上 BRS RRA у = 0.5。 求 距离 
为 多 大 才能 把 砖 夹 起 。 


| 一 一 259 一 一 -| 
题 5-9 图 题 5-10 图 


5-10 一 起 重用 的 夹具 由 ABC 和 DEF 两 个 相同 的 弯 杆 组 成 ,并 由 杆 BE 连接 ,B ЖЕ 
都 是 贸 链 , 尺 寸 如 图 所 示 。 不 计 夹具 自重 , 问 要 能 提起 重 物 PP, 夹具 与 重 物 接触 面 处 的 摩擦 因 
Жу 应 为 多 大 ? 

5—11 图 示 两 无 重 杆 在 B 处 用 套 简 式 无 重 滑 块 连接 ,在 AD 杆 上 作用 一 力 偶 , 其 力 偶 
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Ж М, =40 Nem, ЖЯ AD 杆 间 的 摩擦 因数 /.=0.3。 求 保持 系统 平衡 时 力 侦 矩 Mc 的 范 
围 。 


题 5-11 图 


5-12 均 质 箱 体 A 的 宽度 5=1 m, 高 h=2 m, 重 P=200 kN, 放 在 倾角 9= 20" 的 斜面 
上 。 箱 体 与 斜面 之 问 的 摩擦 因数 人 = 0.2。 今 在 箱 体 的 C 点 系 一 无 重 软 强 , 方 向 如 图 示 , 强 
的 另 一 端 绕 过 滑轮 D 挂 一 重 物 E。 已 知 BC= a= 1.8 m。 求 使 箱 体 处 于 平衡 状态 的 重 物 下 
的 重量 。 

5-13 机 床上 为 了 迅速 装卸 工件 , 常 采用 如 图 所 示 的 偏心 轮 夹 具 。 已 知 偏心 轮 直 径 为 
D ,偏心 轮 与 台面 间 的 摩擦 因数 为 /,。 今 欲 使 偏心 轮 手柄 上 的 外 力 去 掉 后 ,偏心 轮 不 会 自动 
脱落 , 求 偏心 距 。 应 为 多 少 ? 各 匀 链 中 的 摩擦 忽略 不 计 。 


REN 5-13 图 5-14 


"5-14 均 质 圆柱 重 Р ~, 搁 在 不 计 自 重 的 水 平 杆 和 固定 斜面 之 间 。 杆 端 A 为 光滑 
ВЕ, D 端 受 一 铝 垂 向 上 的 力 ,圆柱 上 作用 一 力 个 ,如 图 所 示 。 已 知 下 = 已 ,圆柱 与 杆 和 斜面 间 的 
ROPE ERK EN f= 0.3, 不 计 滚动 摩 阻 , 当 6=45" 时 ,AB = BD。 求 此 时 能 保持 系统 静止 的 
TVA M 的 最 小 值 。 

“5-15 重量 为 P,=450 МЮ АВ. RN A 端 为 固定 铵 支 座 , 另 一 端 搁置 在 重 
Р, =343 N 的 线圈 架 的 芯 轴 上 , 轮 心 C 为 线圈 架 的 重心 。 线 圈 架 与 AB 梁 和 地 面 间 的 静 清 
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动 摩擦 因数 分 别 为 /.; =0.4,/. =0.2, 不 计 滚动 摩 阻 ,线圈 架 的 半径 R = 0.3 m, 芯 轴 的 半径 
r=0.1 m. 今 在 线圈 架 的 芯 轴 上 绕 一 不 计 重 量 的 软 绳 , 求 使 线圈 架 由 静止 而 开始 运动 的 水 
平 拉力 下 的 最 小 值 。 
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5-15 图 题 5-16 图 


5-16 构件 1 和 2 用 模块 3 连接 ,已 知 模块 与 构件 间 的 摩擦 因数 /. =0.1, 模 块 自重 不 
计 。 求 能 自 锁 的 倾斜 角 0. 

5-17 均 质 长 板 AD 重 P, 长 为 4 m, 用 一 短 板 BC 支撑 ,如 图 所 示 。 若 AC = BC = AB 
=3 m,BC 板 的 自重 不 计 。 求 A, B,C 处 摩擦 角 各 为 多 大 才能 使 之 保持 平衡 。 


题 5-18 图 


5-18 尖 劈 项 重 装置 如 图 所 示 。 在 B 块 上 受 力 P OER, 与 B 块 间 的 摩擦 因数 为 
厂 (其 他 有 滚珠 处 表示 光滑 )。 如 不 计 A 和 BB 块 的 重量 , 求 使 系统 保持 平衡 的 力 F ШИН, 

5-19 一 半径 为 REX P, 的 轮 静 止 在 水 平面 上 ,如 图 所 示 。 在 轮 上 半径 为 > 的 轴 上 
绰 有 细 强 ,此 细 缉 跨 过 滑轮 A ,在 端 部 系 一 重 为 P, 的 物体 。 绳 的 AB BAS HBR MO Mo 
求 轮 与 水 平面 接触 点 САНО BL PSE Sh HE ЕШ Л. 
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*5-20 MEE P=15 kN, 车 轮 的 直径 为 600 mm, 轮 自重 不 计 。 问 发 动机 应 给 予 后 轮 
多 大 的 力 偶 矩 , 方 能 使 前 轮 越过 高 为 80 mm 的 阻碍 物 ? 并 问 此 时 后 轮 与 地 面 的 静摩擦 因数 
应 为 多 大 才 不 至 打滑 ? 

5-21 如 图 所 示 ,钢管 车 间 的 钢管 运转 台 架 ,依靠 钢管 自重 缓慢 无 滑动 地 滚 下 НЕЕ 
径 为 50 mm。 设 钢管 与 台 架 间 的 滚动 摩 阻 系数 6=0.5 mm。 试 决定 台 架 的 最 小 倾角 6 应 为 
多 大 ? 


815-21 图 5-22 图 

5-22 Ж50 N 的 方块 放 在 倾斜 的 粗糙 面 上 ,斜面 的 边 AB 与 BC 垂直 ,如 图 所 示 。 如 在 
方块 上 作用 水 平 力 下 与 BC 边 平行 ,此 力 由 零 逐 渐 增 加 ,方块 与 斜面 间 的 静摩擦 因数 为 0.6。 
(a) 求 保持 方块 平衡 时 ,水 平 力 F 的 最 大 值 。(b) 若 方 块 与 斜面 的 动 摩擦 因数 为 0.55, 当 物 
块 作 勾 速 直 线 运动 时 , 求 水 平 力 F 的 大 小 及 物 块 滑动 的 方向 。 

5-23 图 中 均 质 杆 AB 长 1, 重 P,A 端 由 一 球形 铵 链 固 定 在 地 面 上 ,8B 端 自由 地 靠 在 一 
АШИ, УФЕ А 的 水 平 距离 等 于 e ,图 中 OB 与 z 轴 的 交角 为 6。 杆 AB 与 墙 面 间 
ПОИ О У, ВЕЕ ИЕ ТИ. ЖР АВ 将 开始 沿 墙 滑 动 时 ,6 角 应 等 于 多 大 ? 


Em 5-23 图 5-24 图 
5-24 胶带 制动器 如 图 所 示 ,胶带 绕 过 制 动 轮 而 连结 于 固定 点 C 及 水 平 杠杆 的 下 Ж. 
胶带 绕 于 轮 上 的 包 角 0 = 225° = 1.25 x( 弧 度 ) ,胶带 与 轮 间 的 摩擦 因数 为 f, =0.5, 轮 半径 > 


= a 100 mm。 如 在 水 平 杆 D 端 施加 一 铝 垂 力 正 = 100 N, 求 胶带 对 于 制 动 轮 的 制 动 力矩 M 
的 最 大 值 。 


提示 : 轮 与 胶带 间 将 发 生 滑动 时 ,胶带 两 端 拉力 的 关系 为 F, = Fe, Др 9 为 包 角 ， 
DAM BE it, f, 为 摩擦 因数 。 
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静 力 学 研究 作用 在 物体 上 的 力 系 的 平衡 条 件 。 如 果 作用 在 物体 上 的 力 系 不 
平衡 ,物体 的 运动 状态 将 发 生变 化 。 物 体 的 运动 规律 不 仅 与 受 力 情况 有 关 , 而 且 
与 物体 本 身 的 惯性 和 原来 的 运动 状态 有 关 。 总 之 ,物体 在 力作 用 下 的 运动 规律 
是 一 个 比较 复杂 的 问题 。 为 了 学 习 上 的 循序 渐进 ,我们 暂 不 考虑 影响 物体 运动 
的 物理 因素 ,而 单独 研究 物体 运动 的 几何 性 质 (轨迹 、 运 动 方程 .速度 和 加 速度 
等 ) ,这 部 分 内 容 称 为 运动 学 。 至 于 物体 的 运动 规律 与 力 \ 惯 性 等 的 关系 将 在 动 
力学 中 研究 。 因 此 ,运动 学 是 研究 物体 运动 的 几何 性 质 的 科学 。 | 

学 习 运 动 学 除了 为 学 习 动力 学 打 基础 外 , 另 一 方面 又 有 独立 的 意义 ,为 分 析 
机 构 的 运动 打 好 基础 。 因 此 ,运动 学 作为 理论 力学 中 的 独立 部 分 也 是 很 必要 的 。 

研究 一 个 物体 的 机 械 运动 ,必须 选取 另 一 个 物体 作为 参考 ,这 个 参考 的 物体 
称 为 参考 体 。 如 果 所 选 的 参考 体 不 同 ,那么 物体 相对 于 不 同 参考 体 的 运动 也 不 
同 。 因 此 ,在 力学 中 ,描述 任何 物体 的 运动 都 需要 指明 参考 体 。 与 参考 体 固 连 的 
坐标 系 称 为 参考 系 。 一 般 工程 问题 中 ,都 取 与 地 面 固 连 的 坐标 系 为 参考 系 。 以 
后 ,如 果 不 作 特别 说 明 ,就 应 如 此 理解 。 对 于 特殊 的 问题 ,将 根据 需要 另 选 参考 
系 ,并 加 以 说 明 。 
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点 的 运动 学 是 研究 一 般 物体 运动 的 基础 ,又 具有 独立 的 应 用 意义 。 本 章 将 
研究 点 的 简单 运动 ,研究 点 相对 某 一 个 参考 系 的 几何 位 置 随时 间 变 动 的 规律 , 包 
括 点 的 运动 方程 .运动 轨迹 、 速 度 和 加 速度 等 。 


§6-1 X E 法 


选取 参考 系 上 某 确定 点 O 为 坐标 原点 , 自 点 O 向 动 点 M 作 矢量 r, 称 为 
点 M 相对 原点 O 的 位 置 撩 量 ,简称 矢 径 。 当 动 点 М 运动 时 , 矢 径 + 随时 间 而 
变化 ,并 且 是 时 间 的 单 值 连续 函数 , 即 
r=r(t) (6-1) 

上 式 称 为 以 矢量 表示 的 点 的 运动 方程 。 动 点 M 在 运动 过 程 中 ,其 矢 径 r 的 未 
端 描绘 出 一 条 连续 曲线 , 称 为 矢 端 曲线 。 显 然 , 矢 径 r 的 矢 端 曲线 就 是 动 点 M 
的 运动 轨迹 ,如 图 6 一 1 所 示 。 

点 的 速度 是 矢量 。 动 点 的 速度 矢 等 于 它 的 矢 径 + 对 时 间 的 一 阶 导数 , 即 
ar 

动 点 的 速度 矢 沿 着 矢 径 > 的 矢 端 曲 线 的 切线 , 即 沿 动 — y 
点 运动 轨迹 的 切线 ,并 与 此 点 运动 的 方向 一 致 。 速 度 的 大 
小 , 即 速度 矢 v 的 模 ,表明 点 运动 的 快慢 ,在 国际 单位 制 中 ， 7 
速度 w 的 单位 为 m/s. о 

点 的 速度 和 撩 对 时 间 的 变化 率 称 为 加 速度 。 点 的 加 速度 
也 是 矢量 , 它 表征 了 速度 大 小 和 方向 的 变化 。 动 点 的 加 速 86-1 
EEE ОЖ ИР Ht A HNE, REFA РС ВП 


v= (6-2) 


de dz (6—3) 
有 时 为 了 方便 ,在 字母 上 方 加 “'“ 表 示 该 量 对 时 间 的 一 阶 导数 ,加 “.. ”表示 
该 量 对 时 间 的 二 阶 导数 。 因 此 , 式 (6 -2)、(6 -3) 亦 可 记 为 


v =r a=v =F 
在 国际 单位 制 中 ,加 速度 a 的 单位 为 m/s 。 
如 在 空间 任意 取 一 点 O ,把 动 点 M 在 连续 不 同 瞬时 的 速度 和 撩 vw ,v ,vw ”,… 


一 一 一 一 一 一 一 
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等 都 平行 地 移 到 点 O ,连接 各 矢量 的 端点 M, M ,AM ,…, 就 构成 了 矢量 w 端点 
的 连续 曲线 , 称 为 速度 矢 端 曲线 ,如 图 6- 2а 所 示 。 动 点 的 加 速度 矢 a 的 方向 与 
速度 矢 端 曲线 在 相应 点 M 的 切线 相 平 行 ,如 图 6 一 2b 所 示 。 


速度 矢 端 曲线 


(a) 


§6-2 直角 坐标 法 


取 一 固定 的 直角 坐标 系 Ozyz, 则 动 点 M 在 任意 瞬时 的 空间 位 置 既 可 以 用 
它 相对 于 坐标 原点 O 的 矢 径 r 表示 ,也 可 以 用 它 的 三 个 直角 坐标 ry BR, 
如 图 6 一 3 所 示 。 
由 于 矢 径 的 原点 与 直角 坐标 系 的 原点 重合 , 因 
此 有 如 下 关系 
r = zi + yj + zk (6-4) 
AP i j,k 分 别 为 沿 三 个 定 坐 标 轴 的 单位 矢量 ， 
如 图 6-3 所 示 。 由 于 r 是 时 间 的 单 值 连续 函数 ， 
因此 х,у, 也 是 时 间 的 单 值 连续 函数 。 利 用 式 (6 
-4) ,可 以 将 运动 方程 (6 - 1) 写 为 
z=filt) y=f,G) z=f(t:) (6-5) 
这 些 方程 称 为 以 直角 坐标 表示 的 点 的 运动 方程 。 i 
如 果 知 道 了 点 的 运动 方程 式 (6- 5) ,就 可 以 求 出 任 图 6 3 
一 瞬时 点 的 坐标 ж, у, х 的 值 , 也 就 完全 确定 了 该 瞬时 动 点 的 位 置 。 
式 (6~5) 实 际 上 也 是 点 的 轨迹 的 参数 方程 ,只 要 给 定时 间 * 的 不 同 数值 , 依 
次 得 出 点 的 坐标 x ,y,z 的 相应 数值 ,根据 这 些 数值 就 可 以 描 出 动 点 的 轨迹 。 
因为 动 点 的 轨迹 与 时 间 无 关 , 如 果 需 要 求 点 的 轨迹 方程 ,可 将 运动 方程 中 的 
时 间 + 消去 。 
在 工程 中 ,经 常 遇 到 点 在 某 平面 内 运动 的 情形 ,此 时 点 的 轨迹 为 一 平面 曲 
线 。 取 轨迹 所 在 的 平面 为 坐标 平面 Oxy, 则 点 的 运动 方程 为 
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х= f,(t),y= f, (t) (6—6) 
从 上 式 中 消去 时 间 1, 即 得 轨迹 方程 
(zy)=0 (6-7) 


HR (6-4) КАЛ (6-2) HF ij 和 为 大 小 和 方向 都 不 变 的 恒 矢 
量 ,因此 有 


v = r = #í + $j + ek (6—8) 
设 动 点 M 的 速度 矢 v 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 为 w ,wv, Mv, BD 
v= vitu jtv, k (6-9) 
比较 式 (6 -8) 和 (6 一 9), 得 到 
V, Et, u, = ў, v, = # (6-10) 


因此 ,速度 在 各 坐标 轴 上 的 投影 等 于 动 点 的 各 对 应 坐标 对 时 间 的 一 阶 导数 。 

由 式 (6-~ 10) RG v,,v, Ко, 后 ,速度 v 的 大 小 和 方向 就 可 由 它 的 这 三 个 
投影 完全 确定 。 

同 理 , 设 

а=а,і+а,ј+а, К (6-11) 

则 有 
а, = 0, = 5,0, =, = у,а = ,= z (6—12) 
因此 ,加 速度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 等 于 动 点 的 各 对 应 坐标 对 时 间 的 二 阶 导数 。 

加 速度 a 的 大 小 和 方向 由 它 的 三 个 投影 a, a, Ma, 完全 确定 。 

例 6-1 椭圆 规 的 曲柄 OC ажо 转动 ,其 
端点 C 与 规 尺 AB 的 中 点 以 铵 链 相 连接 ,而 规 尺 A.B 
两 端 分 别 在 相互 垂直 的 滑 槽 中 运动 ,如 图 6-4 所 示 。 
已 知 :OC= AC = BC=1,MC=a,9=ot. RARE 
点 M 的 运动 方程 .运动 轨迹 、 速 度 和 加 速度 。 

解 : GORA M 的 运动 轨迹 ,可 以 先 用 直角 坐标 
法 给 出 它 的 运动 方程 ,然后 从 运动 方程 中 消去 时 间 z, 
得 到 轨迹 方程 。 为 此 , 取 坐 标 系 Ory 如 图 6-4 所 示 ， 
点 M 的 运动 方程 为 

z = (OC + СМ)соз ф= (1+ a )cos wt 
у= AMsin ф= (I — a)sin wt 
消去 时 间 + ,得 轨迹 方程 


2 2 

(тай Tar! 

由 此 可 见 ,点 M 的 轨迹 是 一 个 椭圆 ,长 轴 与 x 轴 重合 , 短 轴 与 y 轴 重 合 。 
ЧА M 在 BC 段 上 时 ,椭圆 的 长 轴 将 与 y 轴 重 合 。 读 者 可 自行 推算 。 
为 求 点 的 速度 ,应 将 点 的 坐标 对 时 间 取 一 次 导数 。 得 
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о,=х=-—([1+а)взш wt v,=y=(l-a)wcos wt 
故 点 M 的 速度 大 小 为 
о= Ма + = / (1 + a) w sn ot + (Í — a) w cos wt 


= o V Ë + a’ – 2alcos 2wt 


其 方向 余弦 为 
= (I + a)sin wt 
VË + а? — 2а1соз 292 
cos(v ,j) = 22 appt aes wt __ 
© Ë + a’ —2alcos 2ut 
为 求 点 的 加 速度 ,应 将 点 的 坐标 对 时 间 取 二 次 导数 ,得 
a, = 9, = £ = — (1 + a)a cos wt 
a,=v,=y=-(l-a)o’sin ot 
BUR M 的 加 速度 大 小 为 
а=/а„+а,=/ (1+ а) осо? at +(1—a)a'sin’ wt 
=w JP +a? +2alcos 2wt 
其 方向 余弦 为 
a, = (1+ a )cos wt 
а VI ada ut 
a, —(1- a)sin wt 
a VF +a? +2alcos Lat 
例 6~2 正弦 机 构 如 图 6-5 所 示 。 曲 柄 OM 长 为 >, 绕 O 轴 匀 速 转动 , 它 与 水 平 线 间 
的 夹 角 为 p= wt + 09, 其 中 6 为 :=0 时 的 夹 角 ,w 为 一 常数 。 已 知 动 杆 上 А,В 两 点 间距 离 为 
5。 求 点 A 和 B 的 运动 方程 及 点 B 的 速度 和 加 速度 。 
Ж: A,B 两 点 都 作 直线 运动 。 取 Ох 轴 如 图 所 示 。 于 是 А,В 两 点 的 坐标 分 别 为 


ХА = b + rsin 9 Хв = rsin ç 
将 坐标 写成 时 间 的 函数 , 即 得 А,В 两 点 沿 Or 轴 的 运动 方程 
za = b + rsin( ot + 0) хв = rsin( ot + 0) 


工程 中 ,为 了 使 点 的 运动 情况 一 目 了 然 ,常常 将 点 的 坐标 与 时 间 的 函数 关系 绘 成 图 线 ,一 
般 取 横 轴 为 时 间 , 纵 轴 为 点 的 坐标 , 绘 出 的 图 线 称 为 运动 图 线 。 图 6-6 中 的 曲线 分 别 为 A, 
B 两 点 的 运动 图 线 。 

当 点 作 直线 往复 运动 ,并 且 运 动 方程 可 写成 时 间 的 正弦 函数 或 余弦 函数 时 ,这 种 运动 称 为 
直线 谐振 动 。 往 复 运动 的 中 心 称 为 振动 中 心 。 动 点 偏离 振动 中 心 最 远 的 距离 > OOM. H 
来 确定 动 点 位 置 的 角 p= o + 9 称 为 位 相 , 用 来 确定 动 点 初始 位 置 的 角 o 称 为 初 位 相 。 
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动 点 往复 一 次 所 需 的 时 间 T 称 为 振动 的 周期 。 由 于 时 间 经 过 一 个 周期 ,位 相应 增加 2x， 


wo(tt+ Т) +0= (0+0) +22 
故 得 
т= 2" 


ЖТ 的 倒数 了 = 示 称 为 频率 ,表示 每 秒 振动 的 次 数 , 其 单位 为 1/s, 或 称 为 赫兹 (Hz)。w 称 
为 振动 的 角 频 率 ,因为 


所 以 角 频 率 表 示 在 2x 秒 内 振动 的 次 数 。 
将 点 B 的 运动 方程 对 时 间 取 一 阶 导 数 , 即 得 点 В 的 速度 
v= тв = rwcos(wt + 0) 
点 B 的 加 速度 为 . | 
a = zs = — re?sin( ot + 0) = — w zs 
AERE iH ,谐振 动 的 特征 之 一 是 加 速度 的 大 小 与 动 点 的 位 
移 成 正比 ,而 方向 相反 。 
为 了 形象 地 表示 动 点 的 速度 和 加 速度 随时 间 变 化 的 规 
律 ,将 o 和 a B: 变化 的 函数 关系 画 成 曲线 ,这 些 曲 线 分 别称 
为 速度 图 线 和 加 速度 图 线 。 在 图 6-7 中 ,表示 出 谐振 动 的 运 
动 图 线 、 速 度 图 线 和 加 速度 图 线 。 从 图 中 可 知 , 动 点 在 振动 中 
心 时 ,速度 值 最 大 ,加 速度 值 为 零 ;在 两 端 位 置 时 ,加 速度 值 最 
大 ,速度 值 为 零 ; 又 知 ,点 从 振动 中 心 向 两 端 运动 是 减速 运动 ， 
而 从 两 端 回 到 中 心 的 运动 是 加 速 运动 。 
f 例 6-3 如 图 6 一 8 所 示 , 当 液压 减 震 器 工作 时 , 它 的 活塞 在 套 简 内 作 直 线 往复 运动 。 
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设 活塞 的 加 速度 a = - kv (о 为 活塞 的 速度 , 为 比例 常数 ) ,初速 为 m , 求 活塞 的 运动 规律 。 
解 : 活塞 作 直 线 运 动 。 取 坐标 轴 Ох 如 图 所 示 。 
因 


代入 已 知 条 件 ,得 


v= — ko 


将 变量 分 离 后 积分 ， 


| ot =~ af dt 
vo © 0 


得 


解 得 
又 因 


对 上 式 积分 , 即 


解 得 


z= 0+ (1-e*) 


§6-3 自然 法 


利用 点 的 运动 轨迹 建立 弧 坐 标 及 自然 轴 系 ,并 用 它们 来 描述 和 分 析 点 的 运 
动 的 方法 称 为 自然 法 。 

1. Ba 

设 动 点 M 的 轨迹 为 如 图 6- 9 所 示 的 曲线 , 则 动 点 M 在 轨迹 上 的 位 置 可 以 
这 样 确定 ;在 轨迹 上 任 选 一 点 O 为 参考 点 ,并 设 点 O 的 某 一 侧 为 正 向 , 动 点 M 
在 轨迹 上 的 位 置 由 弧 长 确定 , 视 弧 长 s 为 代数 量 , 称 它 为 动 点 M ESL DR E BJ at 
坐标 。 当 动 点 M 运动 时 ,s 随 着 时 间 变 化 , 它 是 时 间 的 单 值 连续 函数 , 即 

s= f(t) (6-13) 

上 式 称 为 点 沿 轨迹 的 运动 方程 ,或 以 弧 坐 标 表示 的 点 的 运动 方程 。 如 果 已 知 点 
的 运动 方程 式 (6- 13) ,可 以 确定 任 一 嚼 时 点 的 弧 坐 标 s 的 值 ,也 就 确定 了 该 瞬 
时 动 点 在 轨迹 上 的 位 置 。 

2. 自然 轴 系 

在 点 的 运动 轨迹 曲线 上 取 极 为 接近 的 两 点 M 和 M. ,其 间 的 线 长 为 Аз ,这 
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两 点 切线 的 单位 矢量 分 别 为 tAr, ,其 指向 与 弧 坐 标 м О) 
正 向 一 致 ,如 图 6- 10 所 示 。 将 т 平移 至 点 M, 则 + (ул, 

和 т, 决定 一 平面 。 令 М, 无 限 趋 近 点 M , 则 此 平面 

趋 近 于 某 一 极限 位 置 ,此 极限 平面 称 为 曲线 在 点 M 6-9 


的 密切 面 。 过 点 M 并 与 切线 垂直 的 平面 称 为 法 平 

ШШ ,法 平面 与 密切 面 的 交 线 称 主 法 线 。 令 主 法 线 的 单位 矢量 为 n ,指向 曲线 内 四 一 
Ш. ЧА M 且 垂 直 于 切线 及 主 法 线 的 直线 称 副 法 线 ,其 单位 矢量 为 bp, 指 向 与 r， 
п 构成 右手 系 , 即 


以 点 M 为 原点 ,以 切线 、. 主 法 线 和 副 法 线 为 坐标 轴 组 成 的 正 交 坐 标 系 称 为 曲线 
在 点 M 的 自然 坐标 系 ,这 三 个 轴 称 为 自然 轴 。 注 意 , 随 着 点 M 在 轨迹 上 运动 ， 
r,n,b 的 方向 也 在 不 断 变 动 ; 自然 坐 标 系 是 沿 曲线 而 变动 的 游 动 坐标 系 。 

在 曲线 运动 中 ,轨迹 的 曲率 或 曲率 半径 是 一 个 重要 的 参数 , 它 表示 曲线 的 麻 
曲 程度 。 如 点 M 沿 轨 迹 经 过 弧 长 As 到 达 点 M ,如 图 6-11 所 示 。 设 点 M 处 
曲线 切 向 单位 矢量 为 ,点 M 处 单位 矢量 为 ,而 切线 经 过 As 时 转 过 的 角度 为 
Ap。 曲 率 定义 为 曲线 切线 的 转角 对 弧 长 一 阶 导 数 的 绝对 值 。 曲 率 的 倒数 称 为 
曲率 半径 。 如 曲率 半径 以 o 表示 , 则 有 


Е (6-14) 


HA 6-11 9 W 
lAr] =21 14а SE 
当 As->0 时 ,Ag 一 0,Ar 与 垂直 ,是 有 |r| =1, 由 此 可 得 
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[Ar|=Ag 
注意 到 As HEN, ROH т 的 正方 向 运动 ， 
Ат 指向 轨迹 内 四 一 侧 ;As 为 负 时 ,Ar 指向 轨 
迹 外 凸 一 侧 。 因 此 有 
T= lim E= lim н = in (6-15) 

上 式 将 用 于 法 向 加 速度 的 推导 。 

3. 点 的 速度 

点 沿 轨迹 由 M #J M ,经 过 Ac 时 间 , 其 矢 


径 有 增 量 Ar, 如 图 6-12 所 示 。 当 At>0 时 ,|Ar|=|MM |=|As|, 故 有 


|v | = lim| 4" 
aco! At 
м0 At dt 


AF s EZA ТЕ RL HR БАК. HT ae 
VE: RR BE AKANE + oh s£ A OM АЕ bn wË IJ ЇН] 0 — By SB 
的 绝对 值 。 

弧 坐 标 对 时 间 的 导数 是 一 个 代数 量 , 以 o 表示 


o= S=; (6—16) © 


如 5>0, 则 * 值 随时 间 增 加 而 增 大 ,点 沿 轨迹 的 正 向 图 6-12 
运动 ;如 s<0, 则 点 沿 轨 迹 的 负 向 运动 。 于 是 ,; 的 绝对 值 表 示 速 度 的 大 小 , 它 的 
正 负 号 表示 点 沿 轨迹 运动 的 方向 。 

由 于 r 是 切线 轴 的 单位 矢量 ,因此 点 的 速度 矢 可 写 为 


"= r= gr (6—17) 
4. 点 的 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 


将 式 (6-17) 对 时 间 取 一 阶 导数 ,注意 到 v, r 都 是 变量 ,得 


_ do _ дуо dt _ 
а= det Od (6 18) 


上 式 右 端 两 项 都 是 矢量 ,第 一 项 是 反映 速度 大 小 变化 的 加 速度 , 记 为 a,; 第 二 项 
是 反映 速度 方向 变化 的 加 速度 , 记 为 a,。 下 面 分 别 求 它们 的 大 小 和 方向 。 

(1) 反映 速度 大 小 变化 的 加 速度 a, 

因为 


а, = vt (6-19) 
显然 a, 是 一 个 沿 轨迹 切线 的 矢量 ,因此 称 为 切 向 加 速度 。 如 0>0,а, 指向 轨迹 
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的 正 向 ;如 w<0,a, 指向 轨迹 的 负 向 。 令 
a= u= s (6 —20) 
а, 是 一 个 代数 量 ,是 加 速度 а 沿 轨迹 切 向 的 投影 。 
由 此 可 得 结论 : 切 向 加 速度 反映 点 的 速度 值 对 时 间 的 变化 率 , 它 的 代数 值 等 
于 速度 的 代数 值 对 时 间 的 一 阶 导 数 , 或 弧 坐 标 对 时 间 的 二 阶 导 数 , 它 的 方向 沿 轨 
迹 切线 。 . 
(2) 反映 速度 方向 变化 的 加 速度 a, 


因为 
a.=v 5 (6-21) 
它 反映 速度 方向 + 的 变化 。 上 式 可 改写 为 
_ ата 
а. = U ds dt 


将 式 (6-1S) 及 (6-16) 代 人 上 式 , 得 


2 
© 


а, = —п (6—22) 


e 

由 此 可 见 ,a, 的 方向 与 主 法 线 的 正 向 一 致 , 称 为 法 向 加 速度 。 于 是 可 得 结论 :法 
向 加 速度 反映 点 的 速度 方向 改变 的 快慢 程度 , 它 的 大 小 等 于 点 的 速度 平方 除 以 
曲率 半径 , 它 的 方向 沿 着 主 法 线 , 指 向 曲率 中 心 。 

正如 前 面 分 析 的 那样 , 切 向 加 速度 表明 速度 大 小 的 变化 率 ,而 法 向 加 速度 只 
反映 速度 方向 的 变化 ,所 以 , 当 速 度 w 与 切 向 加 速度 a, 的 指向 相同 时 , 即 о Sa, 
的 符号 相同 时 ,速度 的 绝对 值 不 断 增 加 ,点 作 加 速 运动 ,如 图 6- 13а 所 示 ; 当 速 
Жо 与 切 向 加 速度 a, 的 指向 相反 时 , 即 v 与 a, 的 符号 相反 时 ,速度 的 绝对 值 不 
断 减 小 ,点 作 减 速 运动 ,如 图 6-- 13b 所 示 。 

将 式 (6 一 19)、(6 一 21) 和 (6 一 22) 代 入 式 (6 一 18) 中 ,有 


a=a,t+a,=a,tta,n (6-23) 
式 中 
_ do _ 4° 
G“ de? сс (6—24) 
由 于 а,,а, 均 在 密切 面 内 ,因此 全 加 速度 a 也 必 在 密切 面 内 。 这 表明 加 速 


度 沿 副 法 线 上 的 分 量 为 零 Вр 
a,=0 (6-25) 
全 加 速度 的 大 小 可 由 下 式 求 出 。 
а= Ма? +a? (6—26) 
它 与 法 线 间 的 夹 角 的 正切 为 | 
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(a) (b) 


图 6- 13 


tan g=% (6—27) 


п 


当 а 与 切 向 单位 矢量 的 夹 角 为 锐角 时 2 为 正 ,否则 为 负 (图 6- 13b)。 
如 果 动 点 的 切 向 加 速度 的 代数 值 保持 不 变 , 即 a, = 重量 , 则 动 点 的 运动 称 
为 曲线 久 变 速 运动 。 现 在 来 求 它 的 运动 规律 。 


由 
do=a,dt 
积分 得 
u= o ta,t (6—28) 
AP v 是 在 上 = 0 时 点 的 速度 。 
再 积分 ,得 
= ++ а (6—29) 


式 中 s, 是 在 上 =0 时 点 的 弧 坐 标 。 

式 (6-28) 和 (6- 29) 与 物理 学 中 点 作 匀 变速 直线 运动 的 公式 完全 相似 ,只 
不 过 点 作曲 线 运 动 时 , 式 中 的 加 速度 应 该 是 切 向 加 速度 a, ,而 不 是 全 加 速度 a。 
这 是 因为 点 作曲 线 运动 时 ,反映 运动 速度 大 小 变化 的 只 是 全 加 速度 的 一 个 分 量 
一 一 切 向 加 速度 。 

了 解 上 述 关 系 后 ,容易 得 到 曲线 运动 的 运动 规律 。 例 如 所 谓 曲 线 匀 速 运动 ， 
即 动 点 速度 的 代数 值 保持 不 变 , 与 直线 匀速 运动 的 公式 相 比 , 即 得 

$= so + vt (6 — 30) 

应 注意 ,在 一 般 曲 线 运动 中 , 除 "= 0 的 瞬时 外 ,点 的 法 向 加 速度 ¿ 总 不 等 
于 零 。 直 线 运 动 为 曲线 运动 的 一 种 特殊 情况 ,曲率 半径 p> °° ,任何 瞬时 点 的 法 
向 加 速度 始终 为 零 。 
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例 6-4 列车 沿 半径 为 R=800 m 的 圆 弧 轨 道 作 匀 加 速 运动 。 如 初速 度 为 零 , 经 过 
2 min 后 ,速度 达到 54 km/h。 求 列车 在 起 点 和 末 点 的 加 速度 。 
#: 由 于 列车 沿 圆 弧 轨 道 作 匀 加 速 运动 , 切 向 加 速度 а, 等 于 恒 量 。 于 是 有 方程 


dv = a, = ЖЕ 
积分 一 次 ,得 
v=a,t 
X £=2 min= 120 s 时 ,v=54 km/h=15 m/s, RAER, RB 


— 15 m/s 
2:5 71205 


在 起 点 ,=0, 因 此 法 向 加 速度 等 于 零 ,列车 只 有 切 向 加 速度 
a, =0.125 m/s’ 
在 未 点 时 速度 不 等 于 零 , 既 有 切 向 加 速度 ,又 有 法 向 加 速度 ,而 


a,=0.125 m/s а, = S= 300 m~ = 0.281 m/s’ 
末 点 的 全 加 速度 大 小 为 


=0.125 m/s’ 


а= Ма? + a? = 0.308 m/s’ 
末 点 的 全 加 速度 与 法 向 的 夹 角 6 为 


tan =< =0.443, 0=23°54' 


例 6-5 已 知 点 的 运动 方程 为 zx=2sin 4t m,y=2cos4t m,z =4t m。 求 点 运动 轨迹 的 


曲率 半径 р, 
М: 点 的 速度 和 加 速度 沿 xz ,y,z 轴 的 投影 分 别 为 
х = 8cos 4t ， т = 一 32sin 41 
y=—8sin4t , y= — 32cos 4t 
z=4 ; z=0 
点 的 速度 和 全 加 速度 大 小 为 


o= / z? +y +z? =/80 m/s а= x°? + y° +z =32 ms 
点 的 切 向 加 速度 与 法 向 加 速度 大 小 为 


2 
a,=v=0 а„=?-_=80 
e e 
由 于 
a=y a. ta? =32=a, 
因此 


0= 2.5 т 
这 是 在 半径 为 2 m 的 圆柱 面 上 的 匀速 螺旋 线 运动 。 点 的 加 速度 也 是 常 值 ,指向 此 圆柱 面 的 轴 
线 。 注 意 其 轨迹 的 曲率 半径 并 不 等 于 圆柱 面 的 半径 。 
例 6-6 半径 为 r 的 轮子 沿 直 线 轨 道 无 滑动 地 滚动 ( 称 为 纯 滚动 ), 设 轮子 转角 p= et (o 
为 常 值 ), 如 图 6-14 所 示 。 求 用 直角 坐标 和 弧 坐 标 表示 的 轮 缘 上 任 一 点 M 的 运动 方程 ,并 求 
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该 点 的 速度 . 切 向 加 速度 及 法 向 加 速度 。 


图 6-14 


解 : Жа M 与 直线 轨道 的 接触 点 O 为 原点 ,建立 直角 坐标 系 Ory( 如 图 6-14 所 示 )。 
当 轮 子 转 过 o AN ,轮子 与 直线 轨道 的 接触 点 为 C。 由 于 是 纯 滚动 ,有 
| OC = MC = re = ret 
则 ,用 直角 坐标 表示 的 点 М 的 运动 方程 为 
z = OC - O, Msin ф= r(et ~ sin wt) 
у= ОС O, Mcos g = r(1~ cos wt) 
上 式 对 时 间 求 导 , 即 得 点 M 的 速度 沿 坐标 轴 的 投影 : 


(a) 


v, = z = rw(l — cos wt) v, = y = rwsin wt (b) 
M 点 的 速度 为 
u = V v, +v, = ro V 2 — 2cos wt = 2 resin =, (0S wt <2x) (c) 


运动 方程 式 (a) 实 际 上 也 是 点 M 运动 轨迹 的 参数 方程 (以 : 为 参 变量 ) 。 这 是 一 个 摆 线 
(或 称 旋 轮 线 ) 方 程 ,这 表明 点 M 的 运动 轨迹 是 摆 线 ,如 图 6- 14 所 示 。 

取 点 M 的 起 始点 O 作为 弧 坐 标 原点 ,将 式 (c) 的 速度 о 积分 , 即 得 用 弧 坐 标 表示 的 运动 
方程 : 


wt 


2 
将 式 (b) 再 对 时 间 求 导 , 即 得 加 速度 在 直角 坐标 系 上 的 投影 ; 


a, = Z = rw sin wt a, = у = re? cos wt (d) 


s= | 2 resin dz =4r(1 -cos 9), (0< ot<2x) 
ñ ; 


由 此 得 到 全 加 速度 
a =V ах + aš = ro? 
将 式 (c) 对 时 间 求 导 , 即 得 点 M 的 切 向 加 速度 
a, = 0 = rw соз x 
法 向 加 速度 为 
a, = V a° — а? = re? sin s: (e) 


由 于 a, = 万 ,于 是 还 可 由 式 (c) 及 (e) 求 得 轨迹 的 曲率 半径 
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n 


ra sin 可 

再 讨论 一 个 特殊 情况 。 当 1 =2x/w 时 ,p= 2x, 这 时 点 M 运动 到 与 地 面相 接触 的 位 置 。 
由 式 (c) 知 ,此 时 点 M 的 速度 为 零 , 这 表明 沿 地 面 作 纯 滚动 的 轮子 与 地 面 接触 点 的 速度 为 零 。 
另 一 方面 ,由 于 点 M 全 加 速度 的 大 小 恒 为 rw” ,因此 纯 滚 动 的 轮子 与 地 面 接触 点 的 速度 虽然 
AX ,但 加 速度 却 不 为 零 。 将 上 = 2=lo 代入 式 (d) ,得 
a,=0, a,= re 


即 接触 点 的 加 速度 方向 向 上 。 


”$6-4 点 的 速度 和 加 速度 在 柱 坐 标 
AURAL bP 2 


如 果 动 点 的 运动 方程 以 柱 坐标 p,p 和 z 表示 , 则 点 的 速度 和 加 速度 也 可 在 
柱 坐 标 系 上 投影 。 
设 柱 坐标 的 单位 矢量 为 popo 和 上 ,三 个 矢量 相互 垂直 ,组 成 右手 坐标 系 ， 
其 中 上 沿 z 轴 正 向 ,po 和 ф, 指向 o Mo 增 大 的 方向 ,如 图 6 一 15 fim. 
动 点 M 的 矢 径 r 可 用 柱 坐 标 表示 , 即 
r = op, + zk 
点 M 的 速度 为 


因为 上 为 恒 矢量 ,有 


由 于 


ТЖЕ? 
dt = aro At 


由 图 6- 16 可见 ,Spa 的 大 小 为 


dp. 


47 = lim 


= lim 
Аг-*0 At 


Ar 一 0 


At 


Аф 
2 Ag 


Ар А 


At 一 0 


= lim 


At 一 0 
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6-15 图 6-16 


Ро ууа др, 的 极限 方向 。 当 Aro 时 ， p> Zp P15 p, 垂直 ,指向 旋 


转 的 方向 , 即 p, 的 方向 。 因 此 
ар, а 
q 49 
对 于 在 平面 内 旋转 的 单位 矢量 都 有 相同 的 结论 :单位 矢量 对 时 间 的 一 次 导 
数 是 在 旋转 平面 内 的 另 一 矢量 , 它 的 大 小 等 于 矢量 的 转角 对 时 间 的 一 阶 导数 的 
绝对 值 , 它 的 方向 与 原 矢量 垂直 ,指向 旋转 方向 。 
于 是 ,点 M 的 速度 为 
dz 


dy . 
v =p, + о Foo + Se (6 31) 


点 的 速度 在 柱 坐标 中 的 投影 为 


=, s= 9, us (6-32) 
点 的 加 速度 等 于 速度 矢 对 时 间 的 一 阶 导 数 , 即 


do (2p, + 0 dpo ) 


U 


a=, 9Р0 ar dr 
de de, o EL de deo 
+ (5 dt оточ Фое q dz ) 


dz dz dk 
+ (926+ dr dt ) 
TEP АЕ A A 一 次 导数 的 结论 ,有 
аф, _ d ар, 
dt Wr dt = So, 
将 上 式 代 入 前 式 中 ,整理 后 可 写成 


[Se (6 оба обв акб Gan 
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于 是 点 的 加 速度 在 柱 坐标 中 的 投影 为 


2 dg\? > de d а _ dz _ 
mee (GP) e= 2 dr Care ge (6-30) 


当 动 点 M 的 轨迹 为 平面 曲线 时 ,v. =0,a, = 0, Р (6 – 32) (6 — 34) 
-中 的 前 两 式 就 是 点 的 速度 和 加 速度 在 极 坐 标 中 的 投影 式 。 
例 6-7 86-17 PH ORS O 轴 匀 速 转动 ,使 杆 AB 升降 。 
Ж AB 匀速 上 升 ,凸轮 上 的 CD 段 轮廓 线 应 是 什么 曲线 ? 
解 : 以 凸轮 为 参考 系 , 取 极 坐 标 研究 杆 上 点 A 的 运动 。 
根据 题 意 有 


de _ do _ 
$0 (常数) 和 OREO 


将 上 式 对 时 间 积 分 一 次 ,并 设 点 C 为 动 点 A 在 : =0 时 的 初始 位 置 ,于 
是 得 以 极 坐标 表示 的 点 A 相对 于 凸轮 的 运动 方程 
p= wt p= R + ot 
HARE: AA A 在 凸轮 上 的 轨迹 方程 
p=R+ 2 


山 轮 转动 , 杆 AB 匀速 上 升 ,v,w 为 常 值 ,上 式 为 阿 基 米 德 螺旋 线 。 图 6- 17 


686-5 点 的 速度 和 加 速度 在 球 坐 标 中 的 投影 


当 动 点 的 运动 方程 以 球 坐标 表示 , 则 点 的 速度 和 加 速度 可 向 球 坐 标 系 投影 。 

设 球 坐标 的 单位 矢量 为 r。, 6。 和 8。 ,三 个 矢量 相互 垂直 形成 右手 坐标 系 ， 
其 中 ro HRE r 的 方向 , 9。 和 go 分 别 指向 角 Ө Mo 增 大 的 方向 ,如 图 6 — 18 
所 示 。 

因为 在 推导 速度 和 加 速度 的 公式 时 都 将 遇 到 单位 矢量 的 导数 ,因此 先 求 出 
ro, 6 和 o, 对 时 间 的 一 阶 导数 。 

从 图 中 易 见 : 


го = ѕіп 0соѕ gi + sin sin gj + cos Ok 


@ = -sin фі + соѕ gj (6-35) 
0, = Po X ro = cos ĝcos gi + cos Osin gj — sin Ok 
将 它们 对 时 间 取 一 阶 导数 ,得 
dr, 
ч = [cos @cos gi + cos Osin gj — sin ӨК] 40 


+[ -sin Osin gi + sin bcos gi | 17 
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由 式 (6 一 35) 知 ,上 式 第 一 个 方 括 号 内 为 b ,第 二 个 方 括号 内 为 sin @+ф,, 
于 是 得 


dr, _ 40 . „dọ _ 
q ar + 0 8 qr? (6—36) 
同样 可 求 得 
or -Pr + eos Өф, (6—37) 
oP = dei, бт, ~ Peos 0 0, (6—38) 
现在 来 推导 速度 和 加 速度 的 公式 。 
动 点 M 的 速度 等 于 矢 径 r 对 时 间 的 一 阶 导数 , 即 
_ dr 
° dt 
用 球 坐 标 表 示 矢 径 + 
r= Tr 
于 是 有 
v Jro +r ore 
将 式 (6-36) 代 入 上 式 中 ,得 
v = Fro + r o, + rsin 0 Lp, (6—39) 
于 是 点 的 速度 在 球 坐标 中 的 投影 为 
v= war rin 9 dp (6—40) 
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点 的 加 速度 等 于 速度 矢 对 时 间 的 一 阶 导数 。 仿 照 上 述 推导 过 程 , 得 点 的 加 
速度 在 球 坐 标 中 的 投影 为 


2,272, (4): - r (28) sim 0 


dt 
40 dr dô _ de _ 
а =r e T dt ‚ (92) sin 0cos 0 (6-41) 
2 
a = r Ssin 0+2 9 desin 0 + 2r 92 0.5 09 


小 结 


1. 观察 物体 的 运动 必须 相对 某 一 参考 体 。 
2. 点 的 运动 方程 为 动 点 在 空间 的 几何 位 置 随时 间 变 化 的 规律 。 一 个 点 相 
对 于 同一 个 参考 体 , 若 采用 不 同 的 坐标 系 , 将 有 不 同形 式 的 运动 方程 。 如 ; 
矢量 形式 : r=r(t) 
直角 坐标 形式 : х= f,(2), у= f,(+), х= f,(z) 
弧 坐 标 形式 : s= f(t) 
极 坐标 形式 : p= 户 (z)，p= f,(t) 
等 等 。 
3. 轨迹 为 动 点 在 空间 运动 时 所 经 过 的 一 条 连续 曲线 。 轨 迹 方 程 可 由 运动 
方程 消去 时 间 : 得 到 。 
4. 点 的 速度 和 加 速度 都 是 矢量 。 
v=r, a=v=r 
(1) 以 直角 坐标 轴 土 的 分 量 表示 
u=, W=¥, u= z 
a, =u, =X, a, =u =y, a,=0,=2 
(2) 以 自然 坐标 的 分 量 表示 


0 = 0т=5т, а=а,‚+а„=а,т+а„п 
. ++ 2 
G =u=s, а„= 


(3) 以 极 坐标 中 的 分 量 表 示 
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5. 点 的 切 向 加 速度 只 反映 速度 大 小 的 变化 ,法 向 加 速度 只 反映 速度 方向 的 
变化 。 当 点 的 速度 与 切 向 加 速度 方向 相同 时 ,点 作 加 速 运动 ;反之 ,点 作 减 速 运 
动 。 

6. 几 种 特殊 运动 的 特点 

(1) 直线 运动 a,=0, poo 

(2) 圆周 运动 p= 常数 

(3) 匀速 运动 о= ЖЖ, а, =0 

(4) 勾 变 速 运 动 


1 
а, = BR, v= u tadt,s=s tutta, 


思 + ж 
_ dopod dr dr 
6-1 ч aaa BP? 


6-2 点 沿 曲线 运动 ,图 6- 19 所 示 各 点 所 给 出 的 速度 v 和 加 速度 a 哪些 是 可 能 的 ? 哪 
些 是 不 可 能 的 ? 


6-3 点 M 沿 螺 线 自 外 向 内 运动 ,如 图 6- 20 所 示 。 它 走 过 的 弧 长 与 时 间 的 一 次 方 成 
正比 , 问 点 的 加 速度 是 越 来 越 大 、 还 是 越 来 越 小 ? 点 M 越 跑 越 快 .还 是 越 跑 越 慢 ? 


6-4 当 点 作曲 线 运 动 时 ,点 的 加 速度 a 是 伍 矢量 ,如 图 6- 21 所 示 。 问 点 是 否 作 匀 变 
速 运动 ? 


M 


22" 
M, 


图 6-20 6—21 
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6-5 作曲 线 运动 的 两 个 动 点 ,初速 度 相同 .运动 轨迹 相同 .运动 中 两 点 的 法 向 加 速度 也 
相同 。 判 断 下 述说 法 是 否 正确 : | 

(1) 任 一 瞬时 两 动 点 的 切 向 加 速度 必 相 同 ; 

(2) 任 一 瞬时 两 动 点 的 速度 必 相 同 ; 

(3) 两 动 点 的 运动 方程 必 相 同 。 

6-6 动 点 在 平面 内 运动 ,已 知 其 运动 轨迹 y= f(x) 及 其 速度 在 x 轴 方 向 的 分 量 w, 。 
判断 下 述说 法 是 否 正确 : 

(1) 动 点 的 速度 v 可 完全 确定 。 

(2) 动 点 的 加 速度 在 x 轴 方向 的 分 量 a, 可 完全 确定 。 

(3) 当 v, 隆 0 时 ,一 定 能 确定 动 点 的 速度 w 、 切 向 加 速度 а, .法 向 加 速度 a, 及 全 加 速度 


6-7 下 述 各 种 情况 下 , 动 点 的 全 加 速度 a、 切 向 加 速度 а, 和 法 向 加 速度 а, 三 个 矢量 
之 间 有 何 关系 ? 

(1) 点 沿 曲 线 作 匀 速 运动 ; 

(2) 点 沿 曲线 运动 ,在 该 瞬时 其 速度 为 零 ; 

(3) 点 沿 直线 作 变速 运动 ; 

(4) 点 沿 曲线 作 变 速 运动 。 

6-8 点 作曲 线 运动 时 ,下 述说 法 是 否 正确 ， 

(1) 着 切 向 加 速度 为 正 , 则 点 作 加 速 运动 ; 

(2) 若 切 向 加 速度 与 速度 符号 相同 , 则 点 作 加 速 运动 ; 

(3) 若 切 向 加 速度 为 零 , 则 速度 为 常 矢量 。 

“6-9 在 极 坐标 中 ,o =7,u = 内 分 别 代表 在 极 径 方向 及 与 极 径 垂直 方向 ( 极 角 6 方 
向 ) 的 速度 。 但 为 什么 沿 这 两 个 方向 的 加 速度 为 

a=r-r, а= r0+2r0 
BA а, Ф – 0° 和 a, PHO 出 现 的 原因 和 它们 的 几何 意义 。 
习 题 

6-1 图 示 曲 线 规 尺 的 各 杆 ,长 为 OA = АВ = 200 mm, CD = DE = AC = АЕ = 50 mm. 
如 杆 OA 以 等 角速度 w= — rad/s 绕 O 轴 转 动 ,并 且 当 运动 开始 时 , 杆 OA KFE. RR 
上 点 D 的 运动 方程 和 轨迹 。 

6-2 如 图 所 示 , 杆 AB 长 1, 以 等 角速度 o BAB 转动 ,其 转动 方程 为 o= ot, MIH 


连接 的 滑 块 B 按 规律 ;= a + bsin ot 沿 水 平 线 作 谐振 动 ,其 中 a 和 5b 均 为 常数 。 求 点 A ШЕЛ 
迹 。 


6-3 如 图 所 示 , 半 贺 形 凸轮 以 等 速 v=0.01 m/s 沿 水 平方 向 向 左 运动 ,而 使 活塞 杆 
‚ АВ 沿 铅 直方 向 运动 。 当 运动 开始 时 ,活塞 杆 A 端 在 凸轮 的 最 高 点 上 。 如 凸轮 的 半径 R= 
80 mm, ЖЖ B 相对 于 地 面 和 相对 于 凸轮 的 运动 方程 和 速度 。 


题 6-1 图 题 6-2 图 
6-4 ”图 示 需 达 在 距离 火箭 发 射 台 为 ! 的 O 处 观察 铝 直上 升 的 火箭 发 射 WEA 0 的 规 
律 为 8= м(ь 为 常数 )。 写 出 火箭 的 运动 方程 并 计算 当 = 志和 3 时 ,火箭 的 速度 和 加 速度 。 


6-5 EE A 由 绕 过 定 滑轮 B 的 绳索 牵引 而 沿 导轨 上 升 ,滑轮 中 心 到 导轨 的 距离 为 1， 
如 图 所 示 。 设 绳索 以 等 速 m 拉 下 ,忽略 滑轮 尺寸 。 求 套 管 A 的 速度 和 加 速度 与 距离 x WK 
系 式 。 
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6-6 如 图 所 示 ,偏心 凸轮 半径 为 尺 , 绕 O 轴 转 动 ,转角 e= wi(w 为 常量 ) ,偏心 距 OC 
= е, ӘТИ АВ 沿 铝 垂 直线 作 往复 运动 。 求 顶 杆 的 运动 方程 和 速度 。 

6-7 图 示 扬 杆 滑 道 机 构 中 的 滑 块 M 同时 在 固定 的 圆 弧 槽 BC ЖЕР OA 的 滑 道 中 滑 
Bh. MM BC 的 半径 为 R WA OA ЮО EU BC 的 圆周 上 。 扬 杆 绕 O 轴 以 等 角速度 w 转 
动 , 当 运 动 开始 时 , 摇 杆 在 水 平 位 置 。 分 别 用 直角 坐标 法 和 自然 法 给 出 点 M 的 运动 方程 ,并 
求 其 速度 和 加 速度 。 


题 6-8 图 


6-8 如 图 所 示 , OA lO, B 两 杆 分 别 绕 O MO, 轴 转 动 ,用 十 字形 滑 块 D RARE 
接 。 在 运动 过 程 中 ,两 杆 保 持 相 交 戌 直角 。 已 知 :OO, = aip= kt Apk AE RAR D 
的 速度 和 相对 于 OA 的 速度 。 

6-9 曲柄 OA 长 ~, 在 平面 内 绕 O 轴 转 动 ,如 图 所 示 。 杆 AB 通过 固定 于 点 N HER 
与 曲柄 OA BEF RA. Ú p= wt FAB 长 1=2r, 求 点 B 的 运动 方程 速度 和 加 速度 。 

6-10 点 沿 空间 曲线 运动 ,在 点 M 处 其 速度 为 v =4i + 3j, 加 速度 a 与 速度 w 的 夹 角 有 
=30°,H a =10 m/s 。 求 轨迹 在 该 点 密切 面 内 的 曲率 半径 o 和 切 向 加 速度 a,。 


题 6-9 图 16-10 图 


6-11 小 环 M 由 作 平 移 的 丁字 形 杆 ABC 带动 , 沿 着 图 示 曲 线 轨 道 运动 。 设 杆 ABC 的 
BR v= 常数 ,曲线 方程 为 y =2prs RI M 的 速度 和 加 速度 的 大 小 (写成 杆 的 位 移 > 的 函 
数 )。 
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6-12 如 图 所 示 ,一 直 杆 以 匀 角 速度 o 绕 其 固定 端 О 转动 , 沿 此 杆 有 一 滑 块 以 匀 
Ж о, 滑动 。 设 运动 开始 时 , 杆 在 水 平 位 置 , 滑 块 在 点 O。 求 滑 块 的 轨迹 (以 极 坐标 表示 )。 


题 6-11 图 6-12 图 


”6-13 如 果 上 题 中 的 滑 块 M 沿 杆 运动 的 速度 与 距离 OM 成 正比 ,比例 常数 为 上 。 
求 滑 块 的 轨迹 (以 极 坐 标 r,9 表示 ,假定 =0 时 r=ro)。 

”6-14 BRAM, MASA A QQ 和 曲柄 OA RK ,并 穿 过 固定 于 点 В 的 套 简 。 取 
点 如 为 极 坐标 系 的 极点 ,直线 BO 为 极 轴 , 已 知 极 角 p= 1t(& 为 常数 ) ,BO = 4O = a, AM = 
bo RA М 的 极 坐标 形式 的 运动 方程 轨迹 方程 以 及 速度 和 加 速度 的 大 小 。 

"76-15 搅拌 器 沿 2 轴 周 期 性 上 下 运动 ,z= zosin 2xft ,并 绕 z 轴 转 动 ,转角 p= ш 
设 搅拌 轮 半径 为 >, 求 轮 缘 上 点 A 的 最 大 加 速度 。 


-~---~- 十 --~~-~、 
~ 
2 


~ PTI _ _-- 


Nm 


--77 


题 6-14 图 | 题 6- 15 图 


…6-16 点 M 沿 正 圆锥 面 上 的 螺旋 轨道 向 下 运动 。 正 圆锥 的 底 半径 为 5 ,高 为 上 k 
顶 角 为 6, 如 图 所 示 。 螺 旋 线 上 任意 点 的 切线 与 该 点 圆锥 面 的 水 平 切线 的 夹 角 у ER r. B 
点 M 运动 时 ,其 柱 坐标 角 对 时 间 的 导数 多 保持 为 常数 。 求 在 任意 角 p 时 ,加 速度 在 柱 坐 标 
中 的 投影 ao 


** ”此 符号 表示 与 带 “ x " 节 对 应 的 习题 
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…6-17 公园 游戏 车 M 固 结 在 长 为 R RIOM 上 , 臂 杆 OM BRER = 以 恒定 的 
АЖЕ p= o 转动 ,小 车 M 的 高 度 z 与 转角 yp 的 关系 为 == 1 (1- cos 22), R p= 于 时 ,小 
车 M 在 球 坐标 系 的 各 速度 分 量 ;u ‚о, Up 


题 6-16 图 


Ste ”刚体 的 简单 运动 


刚体 是 由 无 数 点 组 成 的 ,在 点 的 运动 学 基础 上 可 研究 刚体 的 运动 ,研究 刚体 
整体 的 运动 及 其 与 刚体 上 各 点 运动 之 间 的 关系 。 

本 章 将 研究 刚体 的 两 种 简单 运动 一 一 平移 和 定 轴 转 动 。 这 是 工程 中 最 常见 
的 运动 ,也 是 研究 复杂 运动 的 基础 。 


§7-1 刚体 的 平行 移动 


工程 中 某 些 物 体 的 运动 ,例如 :汽缸 内 活塞 的 运动 .车 床上 刀 架 的 运动 等 等 ， 
它们 有 一 个 共同 的 特点 , 即 如 果 在 物体 内 任 取 一 直线 段 ,在 运动 过 程 中 这 条 直线 
段 始 终 与 它 的 最 初 位 置 平行 ,这 种 运动 称 为 平行 移动 ,简称 平移 。 

设 刚 体 作 平移 。 如 图 7-1 所 示 , 在 
刚体 内 任 选 两 点 A 和 B, 令 点 A 的 矢 径 
为 m ,点 B 的 矢 径 为 rs , 则 两 条 矢 端 曲 线 
就 是 两 点 的 轨迹 。 由 图 可 知 

РА = rs +ВА 
当 刚 体 平 移 时 ,线段 AB 的 长 度 和 方向 都 
不 改变 ,所 以 下 是 恒 矢 量 。 因 此 只 要 把 
点 日 的 轨迹 沿 了 方向 平行 搬移 一 段 距 
BBA ,就 能 与 点 A 的 轨迹 完全 重合 。 刚 
体 平 移 时 ,其 上 各 点 的 轨迹 不 一 定 是 直 
线 ,也 可 能 是 曲线 ,但 是 它们 的 形状 是 完 
全 相同 的 。 | 
把 上 式 对 时 间 上 求 导数 ,因为 恒 矢量 B24 的 导数 等 于 零 , 于 是 得 
| Va = Uz a, = ав . 

其 中 wa 和 ws 分 别 表示 点 A 和 点 B Я, а, а, 分 别 表示 它们 的 加 速度 。 
因为 点 A 和 点 B 是 任意 选择 的 ,因此 可 得 结论 : 当 刚体 平行 移动 时 ,其 上 各 点 的 
轨迹 形状 相同 ;在 每 一 瞬时 ,各 点 的 速度 相同 ,加 速度 也 相同 。 

因此 ,研究 刚体 的 平移 ,可 以 归结 为 研究 刚体 内 任 一 点 (如 质心 ) 的 运动 ,也 
就 是 归结 为 前 一 章 里 所 研究 过 的 点 的 运动 学 问题 。 
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87-2 刚体 绕 定 轴 的 转动 


工程 中 最 常见 的 齿轮 机床 的 主轴 、 电 机 的 转子 等 ,它们 都 有 一 条 固定 的 轴 
线 ,物体 绕 此 固定 轴 转 动 。 显 然 ,只 要 轴线 上 有 两 点 是 不 动 的 ,这 轴线 就 是 固定 
的 。 刚 体 在 运动 时 ,其 上 或 其 扩展 部 分 有 两 点 保持 不 动 , 则 这 种 运动 称 为 刚体 绕 
定 轴 的 转动 ,简称 刚体 的 转动 。 通 过 这 两 个 固定 点 的 一 条 不 动 的 直线 , 称 为 刚体 
的 转轴 或 轴线 ,简称 轴 。 

为 确定 转动 刚体 的 位 置 , 取 其 转轴 为 z 轴 ， 
正 向 如 图 7- 2 所 示 。 通 过 轴线 作 一 固定 平面 
A ,此 外 ,通过 轴线 再 作 一 动 平面 B ,这 个 平面 与 
刚体 固 结 ,一 起 转动 。 两 个 平面 间 的 夹 角 用 o 
表示 , 称 为 刚体 的 转角 。 转 角 p 是 一 个 代数 量 ， 
它 确定 了 刚体 的 位 置 , 它 的 符号 规定 如 下 : 自 z 
轴 的 正 端 往 负 端 看 ,从 固定 面 起 按 逆 时 针 转 向 计 ， 
ЖА p, 取 正 值 ; 按 顺 时 针 转 向 计算 角 p, 取 负 
值 。 并 用 弧度 (rad) 表 示 。 当 刚体 转动 时 ,转角 
p 是 时 间 * 的 单 值 连续 函数 , 即 

ф= f(t) (7-1) 

REFERA М {Ж 56 E О ЖЫ і sh jy. 28 
定 轴 转 动 的 刚体 ,只 要 用 一 个 参 变量 (转角 p) 就 
可 以 决定 它 的 位 置 ,这 样 的 刚体 , 称 它 且 有 一 个 自由 度 。 

转角 ç 对 时 间 的 一 阶 导 数 , 称 为 刚体 的 瞬时 角速度 ,并 用 字母 w 表示 , 即 


_4Ф _ 


角速度 表征 刚体 转动 的 快慢 和 方向 ,其 单位 一 般 用 rad/s( 弧 度 / 秒 )。 


角速度 是 代数 量 。 从 轴 的 正 端 向 负 端 看 ,刚体 逆 时 针 转 动 时 ,角速度 取 正 
值 ,反之 取 负 值 。 


角速度 对 时 间 的 一 阶 导数 , 称 为 刚体 的 瞬时 角 加 速度 ,用 字母 。 表示 , 即 
«= 时 = (7-3) 


角 加 速度 表征 角速度 变化 的 快慢 ,其 单位 一 般 用 rad/s (弧度 / 秒 ?)。 
角 加 速度 也 是 代数 量 。 
如 果 w 与 a 同 号 , 则 转动 是 加 速 的 ;如 果 ¿ 与 a 异 号 , 则 转动 是 减速 的 。 
现在 讨论 两 种 特殊 情形 。 
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(1) 匀速 转动 ”如 果 刚 体 的 角速度 不 变 , 即 w= 常 量 , 这 种 转动 称 为 匀速 转 

动 。 仿 照 点 的 匀速 运动 公式 ,可 得 
P= Po T ot (7-4) 

其 中 p, 是 上 =0 时 转角 p 的 值 。 

机 器 中 的 转动 部 件 或 零件 ,一 般 都 在 匀速 转动 情况 下 工作 。 转 动 的 快慢 常 
用 每 分 钟 转 数 ”来 表示 ,其 单位 为 rmin( 转 /分 ) , 称 为 转速 。 例 如 车 床 主轴 的 转 
HA 12.5 — 1200 r/min, 汽 轮机 的 转速 约 为 3000 r/min 等 。 

角速度 o 与 转速 的 关系 为 
2тп _ xn (7-5) 


式 中 转速 ”的 单位 为 r/min, o 的 单位 为 rad/s。 在 粗略 的 近似 计算 中 ,可 取 пл 
3, 于 是 w 守 :0.1n。 

(2) 勾 变 速 转动 ”如 果 刚 体 的 角 加 速度 不 变 , 即 a = 常量 ,这 种 转动 称 为 匀 
变速 转动 。 仿 照 点 的 匀 变 速 运动 公式 ,可 得 


w = wy + at . (7-6) 
= фу t wot + Sat” . (7-7) 
式 中 o 和 go 分 别 是 上 =0 时 的 角速度 和 转角 。 


由 上 面 一 些 公式 可 知 : 匀 变速 转动 时 ,刚体 的 角速度 .转角 和 时 间 之 间 的 关 
系 与 点 在 匀 变 速 运动 中 的 速度 .坐标 和 时 间 之 间 的 关系 相似 。 


$7-3 转动 刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 


当 刚 体 绕 定 轴 转 动 时 ,刚体 内 任意 一 点 都 作 圆 周 运动 ,圆心 在 轴线 上 ,圆周 
所 在 的 平面 与 轴线 垂直 ,圆周 的 半径 R 等 于 该 点 到 轴线 的 垂直 臣 离 , 对 此 , 宜 采 
用 自然 法 研究 各 点 的 运动 。 
设 刚体 由 定 平面 A 绕 定 轴 O 转动 任 一 角度 p ,到达 B 位 置 ,其 上 任 一 点 由 
O 〇 运动 到 M ,如 图 7- 3 所 示 。 以 固定 点 O HMR s 的 原点 , 按 o 角 的 建 向 
规定 弧 坐 标 * 的 正 向 ,于 是 
s= Re 
式 中 R 为 点 M 到 轴 心 O 的 距离 。 
将 上 式 对 上 到 一 阶 导数 ,得 
ds _ R de 
dt dt 
FS =o SS р, ERTER 
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v= Rw (7-8) 
即 : 转 动 刚体 内 任 一 点 的 速度 的 大 小 ,等 于 刚体 的 角速度 与 该 点 到 轴线 的 垂直 距离 的 
乘积 , 它 的 方向 沿 圆周 的 切线 而 指向 转动 的 一 方 。 
用 一 垂直 于 轴线 的 平面 横 截 刚体 ,得 一 截面 。 根 据 上 述 结论 ,在 该 截面 上 的 
任 一 条 通过 轴 心 的 直线 上 ,各 点 的 速度 按 线性 规律 分 布 ,如 图 7- 4b 所 示 。 将 速 
度 矢 的 端点 连 成 直线 ,此 直线 通过 轴 心 。 在 该 截面 上 ,不 在 一 条 直线 上 的 各 点 的 
速度 方向 ,如 图 7- 4a 所 示 。 | 


现在 求 点 M 的 加 速度 。 因 为 点 作 圆周 运动 ,因此 应 求 切 向 加 速度 和 法 向 
加 速度 。 根 据 上 一 章 式 (6- 20) 和 弧 长 s 与 转角 ç 的 关系 ,得 
a,= s= Rọ 
由 = а, 
а, = Ra (7-9) 
Вр : FE B0 PI PE pa AE — Л ПЖ С Е 3b OR BE) A A ® FR АП 


тр aħ РА 
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速度 与 该 点 到 轴线 垂直 距离 的 乘积 , 它 的 方向 由 角 加 速度 的 符号 决定 。 当 a 是 
正 值 时 , 它 沿 圆周 的 切线 ,指向 角 p 的 正 向 ;否则 相反 。 
法 向 加 速度 为 


式 中 o 是 曲率 半径 MFA, oH RAW | 
a, = Во? (7-10) 
即 :转动 刚 体内 任 一 点 的 法 向 加 速度 (又 称 向 心 加 速度 ) 的 大 小 ,等 于 刚体 角速度 
的 平方 与 该 点 到 轴线 的 垂直 距离 的 乘积 , 它 的 方向 与 速度 垂直 并 指向 轴线 。 
如 果 o 与 a 同 号 ,角速度 的 绝对 值 增加 ,刚体 作 加 速 转动 ,这 时 点 的 切 向 加 
速度 а, SHE 的 指向 相同 ;如 果 w 与 a 异 号 ,刚体 作 减 速 转动 ,a, уо 的 指 
向 相反 。 这 两 种 情况 如 图 7 5a,b 所 示 。 
点 M 的 加 速度 a 的 大 小 可 从 下 式 求 出 : 
a= a ta = (Е? + Ка = RNa t a (7-11) 
要 确定 加 速度 a 的 方向 ,只 须 求 出 a 与 半径 MO 所 成 的 交角 6 即 可 (图 7-5)。 
从 直角 三 角形 的 关系 式 得 


(7-12) 


由 于 在 每 一 瞬时 ,刚体 的 m 和 a 都 只 有 一 个 确定 的 数值 ,所 以 从 式 (7- 8). 
(7-11) 和 (7- 12) 得 知 : 


(1) 在 每 一 瞬时 ,转动 刚体 内 所 有 各 点 的 速度 和 加 速度 的 大 小 ,分别 与 这 些 
点 到 轴线 的 垂直 距离 成 正比 。 


(2) 在 每 一 瞬时 ,刚体 内 所 有 各 点 的 加 速度 a 与 半径 间 的 夹 角 9 都 有 相同 
的 值 。 


用 一 垂直 于 轴线 的 平面 模 截 刚体 ,得 一 截面 。 根 据 上 述 结论 ,可 画 出 截面 上 
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各 点 的 加 速度 ,如 图 7- ба 所 示 。 在 通过 轴 心 的 直线 上 各 点 的 加 速度 按 线性 分 
AB ,将 加 速度 矢 的 端点 连 成 直线 ,此 直线 通过 轴 心 ,如 图 7-6b 所 示 。 


(b) 


§7-4 轮 系 的 传动 比 


工程 中 , 常 利用 轮 系 传动 提高 或 降低 机 械 的 转速 ,最 常见 的 有 齿轮 系 和 带 轮 
系 。 
1. 齿轮 传动 
机 械 中 常用 齿轮 作为 传动 部 件 ,例如 ,为 了 要 将 电动 机 的 转动 传 到 机 床 的 主 
轴 , 通 常用 变速 箱 降低 转速 ,多 数 变速 箱 是 由 齿轮 系 组 成 的 。 
现 以 一 对 哨 合 的 圆柱 齿轮 为 例 。 圆 柱 齿 轮 传动 分 为 外 哮 合 (图 7- 7) 和 内 
路 合 (图 7-8) 两 种 。 
设 两 个 齿轮 各 绕 固定 轴 О, 和 O, 转动 。 已 知 其 路 合 圆 半 径 各 为 R, 和 
RR, ; 齿 数 各 为 z, 和 z, ;角速度 各 为 o, 和 ow $ A 和 日 分 别 是 两 个 齿轮 路 合 
圆 的 接触 点 , 因 两 圆 之 间 没 有 相对 滑动 , 故 
| Up = 04 
并 且 速 度 方向 也 相同 。 但 Up = Rw ,va = R, w, ,因此 
Ryw;, = R w, 
或 
а. № 
w R, 
РИА А ЕНЕ ЕЕН, EZ 1116918 9k 5342 ЛЕ НЕ, H 


» rR = = (7-13) 
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©, 


7-7 7-8 


EB JE TT A : Ak F M АРЛЕТ ВОЯ ЖЖ BE 5 BS 18 ЕТТЕ ЖОЛАК Ik (s БИ 
ЖЕ BY) OS DB AE Ж дй Бе HL) o 

设 轮 工 是 主动 轮 , 轮 开 是 从 动 轮 。 在 机 械 工程 中 ,常常 把 主动 轮 和 从 动 轮 的 
两 个 角速度 的 比值 称 为 传动 比 ,用 附 有 角 标 的 符号 表示 


©) 


把 式 (7-13? 代 和 人 上 式 , 得 计算 传动 比 的 基本 公式 


2 = — = B= (7-14) 


‘Be R, z 

式 (7- 14) 定 义 的 传动 比 是 两 个 角速度 大 小 的 比值 ,与 转动 方向 无 关 , 因 此 
不 仅 适 用 于 圆柱 齿轮 传动 ,也 适用 于 传动 轴 成 任意 角度 的 圆锥 齿轮 传动 ЖЕЕ 36 
传动 等 。 

有 些 场合 为 了 区 分 轮 系 中 各 轮 的 转向 ,对 各 轮 都 规定 统一 的 转动 正 向 ,这 时 
各 轮 的 角速度 可 取代 数值 ,从 而 传动 比 也 取代 数值 : 
式 中 正 号 表示 主动 轮 与 从 动 轮转 向 相同 (内 哨 合 ) ,如 图 7-8; 负 号 表示 转向 相 
Б (К), ШИ 7-7, 

2. 带 轮 传动 

在 机 床 中 ,常用 电动 机 通过 胶带 使 变速 箱 的 轴 转 动 。 如 图 7 9 所 示 的 带 轮 
装置 中 ,主动 轮 和 从 动 轮 的 半径 分 别 为 r, 和 7, ,角速度 分 别 为 w, 和 о, ШЖ 
考虑 胶带 的 厚度 ,并 假定 胶带 与 带 轮 间 无 相对 滑动 , 则 应 用 绕 定 轴 转 动 的 刚体 上 
各 点 速度 的 公式 ,可 得 到 下 列 关系 式 ， 


riw; = rw 


а a. 
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于 是 带 轮 的 传动 比 公式 为 
ig 三 -一 一 一 (7—15) 


即 :两 轮 的 角速度 与 其 半径 成 反比 。 


$7-5 以 天 量 表 示 角 速度 和 角 加 速度 .以 矢 积 
表示 点 的 速度 和 加 速度 


绕 定 轴 转 动 刚体 的 角速度 可 以 用 矢量 表示 。 角 速度 矢 o 的 大 小 等 于 角 速 
度 的 绝对 值 Вр 


lol=1o1= |42| (7-16) 


ABER o 沿 轴线 , 它 的 指向 表示 刚体 转动 的 方向 ;如 果 从 角速度 矢 的 未 端 向 
始 端 看 , 则 看 到 刚体 作 逆 时 针 转 向 的 转动 ,如 图 7- 10a 所 示 ; 或 按照 右手 螺旋 规 
则 确定 :右手 的 四 指 代表 转动 的 方向 ,拇指 代表 角速度 矢 o 的 指向 ,如 图 7- 10b 
所 示 。 至 于 角速度 矢 的 起 点 ,可 在 轴线 上 任意 选取 ,也 就 是 说 ,角速度 矢 是 滑动 
ж 
如 取 转 轴 为 = 轴 , 它 的 正 向 用 单位 矢 к ВГ Ау Е (7-11), FER 
绕 定 轴 转 动 的 角速度 矢 可 写成 
@ = wk (7-17) 
式 中 w 是 角速度 的 代数 值 , 它 等 于 bo 
同样 ,刚体 绕 定 轴 转 动 的 角 加 速度 也 可 用 一 个 沿 轴线 的 滑动 矢量 表示 ， 
a= ak (7—18) 
其 中 a 是 角 加 速度 的 代数 值 , 它 等 于 ww Ro. FR 


_ do, а 
a= Gk = gk) 
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即 角 加 速度 矢 a 为 角速度 矢 @ 对 时 间 的 一 阶 导数 。 

根据 上 述 角速度 和 角 加 速度 的 矢量 表示 法 ,刚体 内 任 一 点 的 速度 可 以 用 矢 
积 表 示 。 

如 在 轴线 上 任 选 一 点 O 为 原点 ,点 M 为 矢 径 以 > 表示 ,如 图 7- 12 所 示 。 
那么 ,点 M 的 速度 可 以 用 角速度 矢 与 它 的 矢 径 的 矢量 积 表示 , 即 

v=aXr (7-20) 

为 了 证 明 这 一 点 , 需 证 明 矢 积 o x r 确实 表示 点 M 的 速度 矢 的 大 小 和 方 
向 。 

根据 矢 积 的 定义 知 ,w xr 仍 是 一 个 矢量 , 它 的 大 小 是 

loxrl=lol'lrlsnb=lol'R=|o| 
AF 0 是 角速度 矢 o УКЕ г 间 的 夹 角 。 于 是 证 明了 矢 积 w x r 的 大 小 等 于 速 
度 的 大 小 。 

Rox r 的 方向 垂直 于 w Ar 所 组 成 的 平面 ( 即 图 7- 12 中 三 角形 
OMO, 平面 ), 从 矢量 v 的 末端 向 始 端 看 , 则 见 o 按 首 时针 转 向 转 过 角 9 与 r 重 
合 , 由 图 容易 看 出 KA ox r 的 方向 正好 与 点 M 的 速度 方向 相同 。 

于 是 可 得 结论 : 绕 定 轴 转 动 的 刚体 上 任 一 点 的 速度 矢 等 于 刚体 的 角速度 矢 
与 该 点 矢 径 的 矢 积 。 

绕 定 轴 转 动 的 刚体 上 任 一 点 的 加 速度 矢 也 可 用 矢 积 表 示 。 

因为 点 M 的 加 速度 为 

do 


a = 一 一 


把 速度 的 矢 积 表达 式 (7- 20) 代 人 ,得 


[е 
е 


164 SLE ”刚体 的 简单 运动 


_ 4 _ do dr 
а= TOXr)= Xr+ ox q 


d2 a, = u, FEE 
a=axr+@>Xx 9 (7-21) 
式 中 右 端 第 一 项 的 大 小 为 
laxr|=|lal|-l|rlsin@=|a|-R 
这 结果 恰 等 于 点 M 的 切 向 加 速度 的 大 小 。 而 a> r 
的 方向 垂直 于 w 和 所 构成 的 平面 ,指向 如 图 7 一 13 
所 示 , 这 方向 恰 与 点 M 的 切 向 加 速度 的 方向 一 致 , 因 
ERR axr 等 于 切 向 加 速度 a,, 即 
a,=axr (7-22) 87-12 
同 理 可 知 , 式 (7- 21) 右 端的 第 二 项 等 于 点 M 的 
法 向 加 速度 , 即 


а, = @ X o (7-23) 

于 是 可 得 结论 :转动 刚体 内 任 一 点 的 切 向 加 速度 等 于 

刚体 的 角 加 速度 矢 与 该 点 矢 径 的 矢 积 ; 法 向 加 速度 等 
于 刚体 的 角速度 矢 与 该 点 的 速度 矢 的 矢 积 。 

例 7-1 刚体 绕 定 轴 转 动 ,已 知 转轴 通过 坐标 原点 O , 角 exo E 


速度 矢 为 Ф = Ssin 974 + Scos 52 + 5V3k. 求 1:=1s 时 ,刚体 


上 点 M(0,2,3) 的 速度 矢 及 加 速度 矢 。- 2 
解 : 7-13 
i j k 


p= axr = 5sin Z Scos 5 5/3 
0 2 3 
= 一 10V3i -1S7+10K 


a =axrtoxo= 2 x r+oxo 


= (-Bx+7503)i-200) -75x 


017-2 某 定 轴 和 转动 刚体 的 转轴 通过 点 M (2,1,3), 其 角速度 矢 o 的 方向 余弦 为 0.6， 
0.48,0.64, 角 速度 的 大 小 为 w = 25 rad/s。 求 刚体 上 点 M(10,7,11) 的 速度 矢 。 
解 : 设 原 坐 标 系 为 Огут, МУЖ Mo 为 原点 , 记 为 Muzyz, 且 х.у,2 三 轴 分 
ТТК О "уу, с. ER BRR DA 
Ф= wX (0.64 +0. 48 + 0.646) = 151 +127 + 16k 
点 M 在 新 坐标 系 中 的 矢 径 为 r= (10-2) + (7-1) + (11-3) k, 
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于 是 有 
i j k 
v=@Xr=|15 12 16|=8j-6k 
8 6 8 
小 结 
1. 刚体 运动 的 最 简单 形式 为 平行 移动 和 绕 定 轴 转 动 。 
2. 刚体 平行 移动 


(1) 刚体 内 任 一 直线 段 在 运动 过 程 中 ,始终 与 它 的 最 初 位 置 平行 ,此 种 运动 
称 为 刚体 平行 移动 ,或 平移 。 

(2) 刚体 作 平移 时 ,刚体 内 各 点 的 轨迹 形状 完全 相同 ,各 点 的 轨迹 可 能 是 直 
线 ,也 可 能 是 曲线 。 

(3) 刚体 作 平 移 时 ,在 同一 瞬时 刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 大 小 方向 都 相 
同 。 

з. 刚体 绕 定 轴 转动 

(1) 刚体 运动 时 ,其 中 有 两 点 保持 不 动 ,此 种 运动 称 为 刚体 绕 定 轴 转 动 , Ж 
转动 。 

(2) 刚体 的 转动 方程 p= f(1) 表 示 刚 体 的 位 置 随时 间 的 变化 规律 。 

(3) 角速度 o 表示 刚体 转动 的 快慢 程度 和 转向 ,是 代数 量 。 

w=9 

角速度 也 可 用 矢量 表示 :@ = wk 。 

(4) 角 加 速度 表示 角速度 对 时 间 的 变化 率 ,是 代数 量 。 

a==9 


当 o 与 a 同 号 时 ,刚体 作 加 速 转动 ; 当 o 与 a 异 号 时 ,刚体 作 减 速 转动 。 


角 加 速度 也 可 用 矢量 表示 :a = 92 = ak, 


(5) 绕 定 轴 转动 刚体 上 点 的 速度 .加 速度 与 角速度 、 角 加 速度 的 关系 ，; 
v=OXr, a,=axr,a,=oxv 
AP rARWRE. RE .加 速度 的 代数 值 为 


— — — 2 
v= Rw, а, = Ra, а, = Rw 


(6) 传动 比 i = = ke _ 


7-1 试 推导 刚体 作 匀 速 转 动 和 匀 加 速 转动 的 转动 方程 。 
7-2 各 点 都 作 圆周 运动 的 刚体 一 定 是 定 轴 转 动 吗 ? 
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7-3 “刚体 作 平移 时 ,各 点 的 轨迹 一 定 是 直线 或 平面 曲线 ;刚体 绕 定 轴 转 动 时 ,各 点 的 
轨迹 一 定 是 圆 "。 这 种 说 法 对 吗 ? 

7-4 有 人 说 :刚体 绕 定 轴 转 动 时 , 角 加 速度 为 正 ,表示 加 速 转动 ; 角 加 速度 为 负 , 表 示 
减速 转动 "。 对 吗 ? 为 什么 ? 

7-5 试 画 出 图 7- 14a,b 中 标 有 字母 的 各 点 的 速度 方向 和 加 速度 方向 。 


B c 
(b) 
7-14 
7-6 ХЕРНЯ 7—15 ВК HARE MAK? 
因为 tan Ф=р 
所 以 w= SP = (атап -) 


7-7 刚体 作 定 轴 转 动 ,其 上 某 点 A DERE R AR, ЗН ЕЕ ЕЕ 
时 的 速度 和 加 速度 的 大 小 ,下 述 哪 组 条 件 是 充分 的 ? 

(1) 已 知 点 A 的 速度 及 该 点 的 全 加 速度 方向 。 

(2) 已 知 点 А 的 切 向 加 速度 及 法 向 加 速度 。 

(3) 已 知 点 A 的 切 向 加 速度 及 该 点 的 全 加 速度 方向 。 

(4) 已 知 点 A 的 法 向 加 速度 及 该 点 的 速度 。 

(5) 已 知 点 A 的 法 向 加 速度 及 该 点 全 加 速度 的 方向 。 


J Ж 


7-1 图 示 曲 柄 滑 杆 机 构 中 , 滑 杆 上 有 一 圆 弧 形 滑 道 ,其 半径 R=100 mm, Ai O, 在 
导 杆 BC Е. ЁК ОА = 100 mm, 以 等 角速度 w= 4 rad/s 绕 O 轴 转 动 。 求 导 杆 BC 的 运动 
规律 以 及 当 曲柄 与 水 平 线 间 的 交角 р 为 30" 时 , 导 杆 BC 的 速度 和 加 速度 。 

7-2 图 示 为 把 工件 送 人 干燥 炉 内 的 机 构 , 又 杆 OA = 1.5 m 在 铬 垂 面 内 转动 , 杆 AB = 
0.8 m,A ЖЕБЕ, B 端 有 放置 工件 的 框架 。 在 机 构 运 动 时 ,工件 的 速度 恒 为 0.05 m/s, 杆 
AB 始终 钢 垂 。 设 运动 开始 时 , 角 pg =0。 求 运动 过 程 中 角 Ф 与 时 间 的 关系 ,以 及 点 B 的 轨迹 
方程 。 
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题 7-1 图 题 7-2 图 


题 7~3 图 题 7-4 图 


7-3 已 知 搅拌 机 的 主动 齿轮 O, 以 n =950 r/min 的 转速 转动 。 搅 杆 ABC 用 销 钉 A,B 
与 齿轮 О, ,О, 相连 ,如 图 所 示 。 且 АВ = О,0,,О,А = O,B =0.25 m, 各 齿轮 齿 数 为 z, = 
20,z: =50, z; =50。 求 搅 杆 端点 C 的 速度 和 轨迹 。 

7-4 机 构 如 图 所 示 BEF АВ 以 匀速 v 运动 , 开 


始 时 p=0。 求 当 p= Let Т OC 的 角速度 和 角 加 速 


度 。 

7-5 如 图 所 示 ,曲柄 CB 以 等 角速度 o, 绕 C HH 
动 ,其 转动 方程 为 p= at. Wik В ҖЫЕН ОА BRO 
转动 。 设 OC=h,CB= r。 求 播 杆 的 转动 方程 。 

7-6 如 图 所 示 , 摩 氛 传 动机 构 的 主动 轴 工 的 转速 
为 = 600 rmin。 轴 工 的 轮 盘 与 轴 开 的 轮 盘 接触 ,接触 点 
按 箭 头 A 所 示 的 方向 移动 。 距 离 d 的 变化 规律 为 d = 
100-5z, 其 中 4 以 mm 计 ,t 以 s 计 。 Ë, r=50 mm, 
К = 150 mm。 求 :(1) 以 距离 d RRA HAMER; (2) 当 q = + 时 , 轮 B 边缘 上 一 点 的 全 
加 速度 。 
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7-7 车 床 的 传动 装置 如 图 所 示 。 已 知 各 齿轮 的 齿 数 分 别 为 :z, = 40, z, =84,z, =28, 
z, 二 80; 带 动 刀 具 的 丝 杠 的 螺 距 为 h, = 12 от, ЖЕЛИНЕ А. 


B а 
ШШ ИП 


题 7-6 图 题 7-7 图 


7-8 SAMA а 的 纸 条 卷 成 , 令 纸 盘 的 中 心 不 动 ,而 以 等 速 ¿ 拉 纸 条 。 求 纸 盘 的 
角 加 速度 (以 半径 > 的 函数 表示 )。 


y 
И ed 


题 7-8 图 题 7-9 图 

7-9 图 示 机 构 中 齿轮 1 紧 固 在 杆 AC 上 ,AB = O, O, ,齿轮 1 和 半径 为 x 的 齿轮 2 BË 
合 , 齿 轮 2 可 绕 O, 轴 转 动 且 和 曲柄 О, В 没有 联系 。 设 О,А= О,В= 1,ф=Ьзп wt , 试 确定 
t= ус R}, $ 2 的 角速度 和 角 加 速度 。 

7-10 在 上 题 图 中 , 设 机 构 从 静止 开始 转动 , 轮 2 的 角 加 速度 为 常量 а, 。 求 曲柄 OA 
的 转动 规律 。 

7-11 杆 AB 在 铅 垂 方向 以 伍 速 o 向 下 运动 ,并 由 BWM 6 36368 ERY R OM 
OC О 转动 ,如 图 所 示 。 设 运动 开始 时 , p = ЖАНЕ t, 杆 OC 的 角速度 w 和 
AC 的 速度 。 . | 

7-12 一 飞轮 绕 固 定 轴 О 转动 ,其 轮 缘 上 任 一 点 的 全 加 速度 在 某 段 运动 过 程 中 与 轮 半 


径 的 交角 恒 为 60"。 当 运动 开始 时 ,其 转角 у, 等 于 零 ,角速度 为 w 。 求 飞轮 的 转动 方程 以 及 
角速度 与 转角 的 关系 。 


人 一人 -一 一 一 
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7-13 半径 R=100 mm 的 圆 盘 绕 其 圆心 转动 ,图 示 瞬 时 ,点 A 的 速度 为 ww = 200j 
mm/s, B 的 切 向 加 速度 as =150 i mm/s 。 求 角速度 o 和 角 加 速度 g ,并 进一步 写 出 点 C 
的 加 速度 的 矢量 表达 式 。 


#17-11 图 题 7- 12 图 
7-14 圆 盘 以 恒定 的 角速度 w = 40 rad/s 绕 垂直 于 盘面 的 中 心 轴 转 动 ,该 轴 在 yz 面 内 ， 
倾斜 角 O= гс tan -o Ë A MIIR EEREN г = 1501+ 160; - 120k mm RA A HE 
度 和 加 速度 的 矢量 表达 式 ,并 用 v= Ro fla, = Ко? 检验 所 得 结果 是 否 正确 。 
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前 两 章 分 析 的 点 或 刚体 相对 一 个 定 参 考 系 的 运动 ,可 称 为 简单 运动 。 物 体 
相对 于 不 同 参考 系 的 运动 是 不 相同 的 。 研 究 物 体 相 对 于 不 同 参 考 系 的 运动 ,分 
析 物 体 相 对 于 不 同 参考 系 运动 之 问 的 关系 ,可 称 为 复杂 运动 或 合成 运动 。 

本 章 分 析 点 的 合成 运动 。 分 析 运 动 中 某 一 几时 点 的 速度 合成 和 加 速度 合成 
的 规律 。 


$8-1 相对 运动 ' 牵 连 运 动 ' 绝 对 运动 


物体 的 运动 对 于 不 同 的 参考 体 来 说 是 不 同 的 。 如 图 8- 1 所 示 , 沿 直线 轨道 
ROWER ,其 轮 缘 上 点 М 的 运动 ,对 于 地 面 上 的 观察 者 来 说 ,点 的 轨迹 是 旋 
CR ,但 是 对 于 车 上 的 观察 者 来 说 ,点 的 轨迹 则 是 一 个 圆 。 又 如 图 8 一 2 所 示 ,车 
床 在 工作 时 ,车 刀 刀 尖 M 相对 于 地 面 是 直线 运动 ,但 是 它 相对 于 旋转 的 工件 来 
说 , 却 是 圆柱 面 螺旋 运动 ,因此 ,车 刀 在 工件 的 表面 上 切 出 螺旋 线 。 显 然 , 在 上 述 
各 例 中 , 动 点 M 相对 于 两 个 参考 体 的 速度 和 加 速度 也 都 不 同 。 
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通过 观察 可 以 发 现 ,物体 对 一 参考 体 的 运动 可 以 由 几 个 运动 组 合 而 成 。 例 
如 ,在 上 述 的 例子 中 ,车 轮 上 的 点 M 是 沿 旋 轮 线 运 动 , 但 是 如 果 以 车 厢 作 为 参 
考 体 , 则 点 M 相对 于 车 朋 的 运动 是 简单 的 圆周 运动 ,车 月 相对 于 地 面 的 运动 是 
简单 的 平移 。 这 样 , 轮 缘 上 一 点 的 运动 就 可 以 看 成 为 两 个 简单 运动 的 合成 , 即 点 
M 相对 于 车 采 作 圆周 运动 ,同时 车 厢 相 对 地 面 作 平移 。 于 是 ,相对 于 某 一 参考 
体 的 运动 可 由 相对 于 其 他 参考 体 的 几 个 运动 组 合 而 成 , 称 这 种 运动 为 合成 运动 。 

习惯 上 把 固定 在 地 球 上 的 坐标 系 称 为 定 参考 系 ,简称 定 系 ,以 Ozyz 坐标 系 
表示 ;固定 在 其 他 相对 于 地 球 运动 的 参考 体 上 的 坐标 系 称 为 动 参考 系 , 简 称 动 
系 ,以 Oz yz“ 坐标 系 表示 。 在 上 述 的 前 一 例 中 , 动 参考 系 固定 在 车 采 上 ;在 后 
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一 例 中 , 动 参考 系 则 固定 在 工件 上 。 

用 点 的 合成 运动 理论 分 析 点 的 运动 时 ,必须 选 定 两 个 参考 系 ,区 分 三 种 运 
动 :(1) 动 点 相对 于 定 参考 系 的 运动 , 称 为 绝对 运动 ; (2) 动 点 相对 于 动 参考 系 的 
运动 , 称 为 相对 运动 ;(3) 动 参考 系 相对 于 定 参考 系 的 运动 , 称 为 牵连 运动 。 仍 以 
滚动 的 车 轮 为 例 : 取 轮 缘 上 的 一 点 M зад, шатна 
系 , 则 车 叮 相 对 于 地 面 的 平移 是 牵连 运动 ;在 车 采 上 看 到 点 作 圆 周 运动 , 这 是 相 
对 运动 ;在 地 面 上 看 到 点 沿 旋 轮 线 运动 ,这 是 绝对 运动 。 注 意 ,在 分 析 这 三 种 运 
动 时 ,必须 明确 :(1) 站 在 什么 地 方 看 物体 的 运动 ? (2) 看 什么 物体 的 运动 ? 

应 该 指出 , 动 点 的 绝对 运动 和 相对 运动 都 是 指点 的 运动 , 它 可 能 作 直线 运动 
或 曲线 运动 ;而 牵连 运动 则 是 参考 体 的 运动 ,实际 上 是 刚体 的 运动 , 它 可 能 作 平 
移 、 转 动 或 其 他 较 复杂 的 运动 。 

动 点 在 相对 运动 中 的 轨迹 、 速 度 和 加 速度 , 称 为 相对 轨迹 、 相 对 速度 和 相对 
加 速度 。 动 点 在 绝对 运动 中 的 轨迹 、 速 度 和 加 速度 , 称 为 绝对 轨迹 、 绝 对 速度 和 
绝对 加 速度 。 至 于 动 点 的 牵连 速度 和 牵连 加 速度 的 定义 ,必须 特别 注意 。 由 于 
动 参考 系 的 运动 是 刚体 的 运动 而 不 是 一 个 点 的 运动 ,所 以 除非 动 参考 系 作 平移 ， 
否则 其 上 各 点 的 运动 都 不 完全 相同 。 因 为 动 参考 系 与 动 点 直接 相关 的 是 动 参考 
系 上 与 动 点 相 重合 的 那 一 点 (此 点 称 “牵连 点 ") ,因此 定义 :在 动 参考 系 上 与 动 点 
相 重合 的 那 一 点 ( 率 连 点 ) 的 速度 和 加 速度 称 为 动 点 的 牵连 速度 和 牵连 加 速度 。 

今后 ,用 w 和 a, 分 别 表示 相对 速度 和 相对 加 速度 ,用 w 和 a, 分 别 表示 绝 
对 速度 和 绝对 加 速度 ,用 wm 和 a, 分 别 表示 牵连 速度 和 牵连 加 速度 。 

现在 举例 说 明 牵 连 速度 和 牵连 加 速度 的 概念 。 设 水 从 喷 管 射出 , 喷 管 又 绕 
О 轴 转 动 ,转动 角速度 为 w, 角 加 速度 为 ,如 图 8-3 所 示 。 将 动 参考 系 固定 在 
喷 管 上 ,取水 滴 M 为 动 点 。 显 然 , 动 点 相对 于 喷 管 的 运动 为 直线 运动 ,因此 , 相 
对 轨迹 为 直线 OA ,相对 速度 w 和 相对 加 速度 a, 都 沿 喷 管 OA 方向 。 至 于 牵连 
Жо, 和 牵连 加 速度 a., 则 是 喷 管 上 与 动 点 М 重合 的 那 一 点 (牵连 点 ) 的 速度 
和 加 速度 。 喷 管 绕 O 轴 转 动 ,因此 ,牵连 速度 w 的 大 小 为 


v= ОМ ‘о 
方向 垂直 于 喷 管 ,指向 转动 的 一 方 。 牵 连 加 速 =: N P. 
E a, 的 大 小 为 $ EE 
а. = OM: / a° + o° 
它 的 方向 与 喷 管 成 夹 角 图 8-3 


a 
0 = arc tan = 
@ 


偏向 a 所 指 的 一 边 。 
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定 参考 系 与 动 参考 系 是 两 个 不 同 的 坐标 系 , 可 以 利用 坐标 变换 来 建立 绝对 、 
相对 和 牵连 运动 之 间 的 关系 。 以 平面 问题 为 例 , 设 Ory EER, Ory 是 动 系 ， 
M 是 动 点 ,如 图 8-4 所 示 。 动 点 M 的 绝对 运动 方程 为 


z=x(t), y= y(t) 
动 点 M 的 相对 运动 方程 为 
Z =x (t), y =y (t) 
动 系 О'х'у 相对 于 定 系 Ory 的 运动 可 由 如 下 三 个 方程 " 


完全 描述 
Zo = zo (t) ， Уо = уо (t), p= 9(z) 
这 三 个 方程 称 为 牵连 运动 方程 ,其 中 p HEMME >” 
轴 的 转角 ,以 道 时针 方 向 为 正 值 。 
由 图 8-4 可 得 动 系 Ory SER Oxy 之 间 的 坐标 变换 关系 为 
z = £o + z”“cos g-y'sin Ф 
y= yo: + x’sin @ + у соз И! 
在 点 的 绝对 运动 方程 中 消去 时 间 :, 即 得 点 的 绝对 运动 轨迹 ;在 点 的 相对 运 
动 方程 中 消去 时 间 上 , 即 得 点 的 相对 运动 轨迹 。 

例 8-1 点 M AM TOR Ory PHBA, 的 圆周 以 速度 vo 作 匀 速 圆 周 运 动 ( 圆 心 为 
O1) , 动 系 Ох'у 相对 于 定 系 Ory 以 匀 角 速度 o 绕 点 O 作 定 轴 转 动 ,如 图 8- 5 所 示 。 初 始 时 
Огу 与 Oxy 重合 ,点 M 与 点 O 重合 。 求 点 M 的 绝对 运动 方程 。 

М: 连接 OUM, 由 图 8-S 可 知 


(8-1) 


= 
于 是 得 点 M 的 相对 运动 方程 为 


z = О О, - О, Мсоз p=r(1-cos 2) 


y = O, Msin $= rsin = 
牵连 运动 方程 为 
Zo = то=0, yo=y=0 ,p=wt 
利用 坐标 变换 关系 式 (8- 1) ,得 点 M 的 绝对 运动 方程 为 


_ vt . ut. 
х= ғ 1 - cos — cos wt = rsin —sin wt 


AW . ut: 
yor 1 - cos — Sin wt + rsin —cos wt 


例 8-2 已 知 点 M 在 平面 内 运动 ,其 绝对 运动 方程 为 
х= 51° + cos 4t — 622 sin 4t y=3t+2tsin 4t + 627 cos 47 
点 M 相对 于 动 坐 标 系 Ozx'y 的 相对 运动 方程 为 


z =2t, y =62? 
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求 动 坐标 系 原点 О 的 运动 方程 和 动 坐 标 轴 的 转动 方程 (牵连 运动 方程 )。 
Ж: 将 z+,y 和 x ,y 代入 坐标 变换 关系 式 (8-1), 得 
5t? +2tcos 4t — 6t sin 4t = ro +2tcos g— 6t2sin p 
3t + 2tsin 4t + 62’ cos 4t = уу + 2tsin p + 62? cos p 
比较 上 式 两 端 ,可 知 牵 连 运动 方程 为 
хө =5%, yo =3t, ф=41 
例 8-3 用 车 刀 切 前 工 件 的 直径 端面 ,车 刀 刀 尖 M 沿 水 平 轴 xz 作 往 复 运动 ,如 图 8-6 
所 示 。 设 Ory 为 定 坐 标 系 , 刀 尖 的 运动 方程 为 = bsin wt。 工 件 以 等 角速度 o 逆 时 针 转 向 
转动 。 求 车 刀 在 工件 圆 端面 上 切 出 的 痕迹 。 
Ж: 根据 题 意 ,需求 车 刀 刀 尖 M 相对 于 工件 的 轨迹 方程 。 
设 刀 尖 M 为 动 点 , 动 参考 系 固定 在 工件 上 。 则 动 点 M 在 动 
坐标 系 Oz” y 和 定 坐标 系 Oxy 中 的 坐标 关系 为 
一 cos wt у = — хіп wt 


将 点 M 的 绝对 运动 方程 代入 上 式 中 ,得 


‚_,. b. 
x = bsin etcos wt = —sin 2wi 


2 


y = — bsin wt = a — cos 2wt ) 
上 式 就 是 车 刀 相 对 于 工件 的 运动 方程 。 
从 上 式 中 消去 时 间 * ,得 刀 尖 的 相对 轨迹 方程 
(eye (y+ 多) => 
73 (++) "+ 
可 见 , 车 刀 在 工件 上 切 出 的 痕迹 是 一 个 半径 为 分 的 加 ,该 加 的 圆心 C 在 动 坐标 轴 Oy' k , Bl 
周 通过 工件 的 中 心 O. 
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下 面 研究 点 的 相对 速度 .牵连 速度 和 绝对 速度 三 者 之 间 的 关系 。 
在 图 8-7 中 ,Oxyz 为 定 参 考 系 , O'iz'yx“ 为 动 参考 系 。 动 系 坐 标 原 点 O° 
在 定 系 中 的 矢 径 为 ro , 动 系 的 三 个 单位 矢量 分 别 为 i,j,k o BAM 在 定 系 
中 的 矢 径 为 rw ,在 动 系 中 的 矢 径 为 x。 动 系 上 与 动 点 重合 的 点 ( 即 牵连 点 ) 记 为 
M , 它 在 定 系 中 的 矢 径 为 rr 。 有 如 下 关系 : 
ru = ro tr 
r = ri + yj + xk 
在 图 示 了 瞬时 还 有 


ry Ғм 
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动 点 的 相对 速度 vw. 为 
== куркак (8-2) 
由 于 相对 速度 w, 是 动 点 相对 于 动 参考 系 的 速 
度 , 因 此 在 求 导 时 将 动 系 的 三 个 单位 矢量 这 ， 
六, 大 视 为 常 矢 量 。 这 种 导数 称 为 相对 导数 ， 


在 导数 符号 上 加 “~ ”表示 ,今后 凡是 用 这 一 符 


号 均 代 表 相 对 导数 。 

动 点 的 牵连 速度 vw 为 

v -rotai ryj ek 图 8-7 
`(8—3) 

牵连 速度 是 牵连 点 M 的 速度 ,该 点 是 动 系 上 的 点 ,因此 它 在 动 系 上 的 坐标 z , 
y ,z 是 常量 。 

动 点 的 绝对 速度 wv, 为 

0 (8-4) 


绝对 速度 是 动 点 相对 于 定 系 的 速度 , 动 点 在 动 系 中 的 三 个 坐标 > , y , z 是 时 间 
的 函数 ;同时 由 于 动 系 在 运动 , 动 系 的 三 个 单位 矢量 的 方向 也 在 不 断 变 化 ,因此 
ijk BE BR, 

由 于 动 点 M 与 牵连 点 M“ 仅 在 该 瞬时 重合 ,其 他 瞬时 并 不 重合 ,因此 rw 与 
ru 对 时 间 的 导数 是 不 同 的 。 

将 式 (8 一 2)、(8 一 3)、 代 入 式 (8 一 4) 得 

9, = %, + 0, (8—5) 

由 此 得 到 点 的 速度 合成 定理 : 动 点 在 某 有 瞬时 的 绝对 速度 等 于 它 在 该 瞬时 的 牵连 
速度 与 相对 速度 的 矢量 和 。 即 动 点 的 绝对 速度 可 以 由 牵连 速度 与 相对 速度 所 构 
成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 来 确定 。 这 个 平行 四 边 形 称 为 速度 平行 四 边 形 。 

应 该 指出 ,在 推导 速度 合成 定理 时 ,并 未 限制 动 参考 系 作 什么 样 的 运动 , 因 
此 这 个 定理 适用 于 牵连 运动 是 任何 运动 的 情况 , 即 动 参考 系 可 作 平 移 ,转动 或 其 
他 任何 较 复杂 的 运动 。 

下 面 举例 说 明 点 的 速度 合成 定理 的 应 用 。 

018-4 人 刨床 的 急 回 机 构 如 图 8-8 所 示 。 曲 柄 ОА 的 一 端 A SHR Bese. OY 
曲柄 OA 以 匀 角 速度 о 绕 固定 轴 O 转动 时 , 滑 块 在 播 杆 О.В 上 滑动 ,并 带动 播 杆 O, B 绕 固 
ERO 摆动 。 设 曲柄 长 OA = ,两 轴 间 距离 OO, = 1。 求 当 曲柄 在 水 平 位 置 时 播 杆 的 角 速 
度 wo 

解 : 在 本 题 中 应 选取 曲柄 端点 4 作为 研究 的 动 点 ,把 动 参考 系 Оху 固定 在 播 杆 
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O,B 上 ,并 与 O, B 一 起 绕 O, #85). 

点 A 的 绝对 运动 是 以 点 O 为 圆心 的 圆周 运动 ,相对 运动 是 沿 O, B 方向 的 直线 运动 ,而 
牵连 运动 则 是 播 杆 绕 О, 轴 的 摆动 。 

于 是 ,绝对 速度 ww 的 大 小 和 方向 都 是 已 知 的 , 它 的 大 小 等 于 rw, 方 向 与 曲柄 ОА BE; 
相对 速度 о, 的 方向 是 已 知 的 , 即 沿 O, В; 而 牵连 速度 w ЕТ ОВ 上 与 点 A 重合 的 那 一 
点 的 速度 , 它 的 方向 垂直 于 O01B, 也 是 已 知 的 。 共 计 有 四 个 要 素 已 知 。 由 于 v。 的 大 小 和 方 
向 都 已 知 , 因 此 ,这 是 一 个 速度 分 解 的 问题 。 

根据 速度 合成 定理 ,作出 速度 平行 四 边 形 ,如 图 8- 8 所 示 。 由 其 中 的 直角 三 角形 可 求 得 


Ue = vsing 


又 sin = == B v, = rw, 所 以 


设 播 杆 在 此 瞬时 的 角速度 为 w, , 则 


ve= O, А '–@ = 


r 
其 中 O,A=V Ë +r’, 
由 此 得 出 此 瞬时 播 杆 的 角速度 为 


‚түш 
方向 如 图 。 

例 8~5 如 图 8-9 所 示 , 半 径 为 RALEA e 的 凸轮 ,以 匀 角 速度 o 28 O 轴 转 动 , 杆 
АВ 能 在 滑 槽 中 上 下 平移 , 杆 的 端点 A 始终 与 凸轮 接触 , 且 OAB 成 一 直线 。 求 在 图 示 位 置 
时 , 杆 AB 的 速度 。 

М: 因为 杆 АВ 作 平 移 , 各 点 速度 相同 ,因此 只 要 求 出 其 上 任 
一 点 的 速度 即 可 。 选 取 杆 AB 的 端点 A 作为 研究 的 动 点 , 动 参考 系 
随 凸轮 一 起 绕 O 轴 转 动 。 

点 A 的 绝对 运动 是 直线 运动 ,相对 运动 是 以 凸轮 中 心 C 为 图 
心 的 圆周 运动 ,牵连 运动 则 是 凸轮 绕 O 轴 的 转动 。 І 

于 是 ,绝对 速度 方向 沿 AB ,相对 速度 方向 沿 凸 轮 圆周 的 切线 ， 
而 牵连 速度 为 凸轮 上 与 杆 端 A 点 重合 的 那 一 点 的 速度 , 它 的 方向 垂 
EF OA4 , 它 的 大 小 为 v. = о- OA。 根 据 速度 合成 定理 ,已 知 四 个 要 
素 , 即 可 作出 速度 平行 四 边 形 ,如 图 8 - 9 所 示 。 由 三 角 关 系 求 得 杆 
的 绝对 速度 为 


U, = 0, cot 0 = о * OA ox = ше 


例 8-6 矿砂 从 传送 带 A 落 到 另 一 传送 带 B 上 ,如 图 8- 10a 所 示 。 站 在 地 面 上 观察 矿 
砂 下 落 的 速度 为 w = 4 m/s, 方 向 与 铝 直线 成 30" 角 。 已 知 传送 带 B 水 平 传动 速度 v, =3 пуз, 


ee 
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求 矿砂 相对 于 传送 带 B 的 速度 。 

R: 以 矿砂 M 为 动 点 , 动 参考 系 固定 在 传送 带 В 上 。 和 矿砂 相对 地 面 的 速度 m 为 绝对 
速度 ;牵连 速度 应 为 动 参考 系 上 与 动 点 相 重 合 的 那 一 点 的 速度 。 因 为 动 参考 系 为 无 限 大 ,由 
于 它 作 平移 ,各 点 速度 都 等 于 v, 。 于 是 v, 等 于 动 点 M 的 牵连 速度 。 

由 速度 合成 定理 知 ,三 种 速度 形成 平行 四 边 形 ,绝对 速度 必须 是 对 角 线 ,因此 作出 的 速度 
平行 四 边 形 如 图 8- 10b 所 示 。 根 据 几 何 关系 求 得 


u, = Vv + v? — 2%, v,cos 60° =3.6 m/s 


о, 5v, 间 的 夹 角 为 


В = arc sin [sn 60° ) = 46°12’ 
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8-7 圆 盘 半径 为 尺 , 以 角速度 o, 绕 水 平 轴 CD 转动 ,支承 CD 的 框架 又 以 角速度 
о AEAN AB 轴 转 动 ,如 图 8-11 所 示 。 圆 盘 垂 直 于 CD ,圆心 在 CD 与 AB 的 交点 O Ж. 
求 当 连 线 OM 在 水 平 位 置 时 , 圆 盘 边缘 上 的 点 M 的 绝对 速度 。 
解 : 以 点 M 为 动 点 , 动 参考 系 与 框架 固 结 。 点 M 的 相对 运动 是 以 O 为 圆心 ERE 
平面 内 的 圆周 运动 ,相对 速度 垂直 于 OM ,方向 朝 下 ,大 小 为 
v, = Ro, 
点 M 的 牵连 速度 应 为 动 参考 系 上 与 动 点 M 相 重合 的 那 一 点 的 速度 ,是 绕 z 轴 以 角速度 
оз 转动 的 动 参考 系 上 该 点 的 速度 ,因此 
ve = Ro; 
BEBE Жою. 在 水 平面 内 , 垂直 于 半径 OM, Тао, 垂直 w 。 根 据点 的 速度 合成 定理 
0, = ©. +9, 
得 
о, = Mtv = R Vos tw 


0 e> 
tan Be 
1 


式 中 的 p Av, SHARIA 
总 结 以 上 各 例 的 解 题 步骤 如 下 : 


se ень war. 
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(1) 选取 动 点 \ 动 参考 系 和 定 参 考 系 。 所 选 的 参考 系 应 能 将 动 点 的 运动 分 
解 成 为 相对 运动 和 牵连 运动 。 因 此 , 动 点 和 动 参考 系 不 能 选 在 同一 个 物体 上 ;一 
般 应 使 相对 运动 易于 看 清 。 

(2) 分 析 三 种 运动 和 三 种 速度 。 相 对 运动 是 怎样 的 一 种 运动 (直线 运动 . 圆 
周 运动 或 其 他 某 种 曲线 运动 )? 牵连 运动 是 怎样 的 一 种 运动 (平移 、 转 动 或 其 他 
某 一 种 刚体 运动 )? 绝对 运动 是 怎样 的 一 种 运动 (直线 运动 .圆周 运动 或 其 他 某 
一 种 曲线 运动 )? 各 种 运动 的 速度 都 有 大 小 和 方向 两 个 要 素 ,只 有 已 知 四 个 要 案 
时 才能 画 出 速度 平行 四 边 形 。 

(3) 应 用 速度 合成 定理 ,作出 速度 平行 四 边 形 。 必 须 注 意 , 作 图 时 要 使 绝对 
速度 成 为 平行 四 边 形 的 对 角 线 。 

(4) 利用 速度 平行 四 边 形 中 的 几何 关系 解 出 未 知 数 。 
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为 便于 推导 , 先 分 析 动 参考 系 为 定 轴 转 动 时 ,其 单位 矢量 kD 
导数 。 

设 动 参考 系 O xyz 以 角速度 w。 绕 定 轴 转动 ,角速度 矢 为 w.。 不 失 一 般 
性 ,可 把 定 轴 取 为 定 坐标 轴 的 + 轴 , 如 图 8 一 12 所 示 。 

先 分析 “对 时 间 的 导数 。 设 的 矢 端点 A 
的 矢 径 为 rm , 则 点 A 的 速度 既 等 于 矢 径 r。 对 时 间 
的 一 阶 导 数 , 又 可 用 角速度 和 撩 о, MRA r, WE 
积 表示 , 即 


_ dr, _ x 
Va q Me TA 


由 图 8-12, 有 


r. = ro tk’ 
其 中 ro 为 动 系 原点 O 的 矢 径 , 将 上 式 代 入 前 式 ， 
得 


图 8 一 12 


代入 前 式 ,得 
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三, 大 的 导数 与 上 式 相似 , 合 写 为 
Yoox j=oxj, kK=oxk (8-6) 


式 (8-6) 是 在 动 系 作 定 轴 转 动情 况 下 证 明 的 。 当 动 参考 系 作 任意 运动 时 ， 
可 以 证 明 式 (8- 6) 仍然 是 正确 的 ,这 时 о. 为 动 系 在 该 瞬时 的 角速度 矢 。 

下 面 推导 点 的 加 速度 合成 定理 。 观 察 上 一 节 的 图 (8 -7) ,各 符号 及 字母 的 
意义 与 上 节 相 同 ,并 设 动 系 在 该 瞬时 的 角速度 矢 为 o.o 

动 点 的 相对 加 速度 为 


a (8-7) 
由 于 相对 加 速度 是 动 点 相对 于 动 系 的 加 速度 , 即 在 动 系 上 观察 的 动 点 的 加 速度 ， 


因此 使 用 相对 导数 i J ,k WRB, 
动 点 的 牵连 加 速度 为 
а„= ary Sto + x'i +y += (8-8) 
由 于 牵连 加 速度 是 动 系 上 与 动 点 重合 那 一 点 即 牵连 点 M 的 加 速度 ,该 点 是 动 
系 上 的 点 ,因此 点 M 在 动 系 上 的 坐标 x ,y ,z 是 常量 。 
动 点 的 绝对 加 速度 为 
Ф Fm . vir or „у, 
a=- to tre +yj tx k 
ETAIT Yu 
+ (8-9) 
绝对 加 速度 是 动 点 相对 于 定 系 的 加 速度 , 动 点 在 动 系 中 的 坐标 x ,y ,z 是 时 间 
的 函数 ;同时 由 于 动 系 在 运动 , 动 系 的 三 个 单位 矢 让 ,j,k 的 方向 也 在 不 断 变 
化 ,它们 也 是 时 间 的 函数 ,因此 有 式 (8- 9) 的 结果 。 
由 式 (8- 6) 及 式 (8 -2), 有 
(жу +K =r wx) ty (@, Xj’) +X (e,xk)] 
=20,.X (zi + yj’ +k) 
=20, X o, (8—10) 
将 式 (8-7)、(8-8) 及 式 (8- 10) 代 人 式 (8-9) ,得 


а. =а, +а, +20, х o, 


Ф 


ас= 20, Х v, (8—11) 
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称 ac 为 科 氏 加 速度 ,其 等 于 动 系 角速度 矢 与 点 的 相对 速度 矢 的 矢 积 的 两 倍 。 


于 是 ,有 
а, = а, +а, +ас (8-12) 

RIA AMINE алала, АС ТЫ Т ЕКЕ E 
ty ee eA E AEIR ER BLR; 

当 牵 连 运动 为 任意 运动 时 式 (8 - 12) 都 成 立 ， 它 是 点 的 加 速度 合成 定理 的 普 
遍 形 式 。 f 

根据 矢 积 运算 规则 ,ac 的 大 小 为 

aco =2w,u,sin Ө 
其 中 9 为 wm。 与 w 两 矢量 间 的 最 小 夹 角 。 矢 ac 垂直 于 о, 
Av, ,指向 按 右手 法 则 确定 ,如 图 8 一 13 所 示 。 

当 о, о, 平行 时 (90=0° 或 180") ,ac=0; 当 ө, Sv, 
垂直 时 ,ac =2w.v,。 图 8-13 

工程 常见 的 平面 机 构 中 ,wm。 是 与 vo, 垂直 的 ,此 时 ac =2w.wv,; 且 wv, Ж o, $ 
向 转动 ORME ас 的 方向 。 

当 牵 连 运 动 为 平移 时 ,w。=0, 因 此 ac=0, 此 时 有 

a,=a.t+a, (8 - 13) 
这 表明 , 当 牵 连 运动 为 平移 时 , 动 点 在 某 瞬 时 的 绝对 加 速度 等 于 该 瞬时 它 的 牵连 
加 速度 与 相对 加 速度 的 矢量 和 。 式 (8- 13) 称 为 牵连 运动 为 平移 时 点 的 加 速度 
合成 定理 。 

科 氏 加 速度 是 由 于 动 系 为 转动 时 ,牵连 运动 与 相对 运动 相互 影响 而 产生 的 。 
现 通过 一 例 给 以 形象 的 说 明 。 

在 图 8 一 14a 中 , 动 点 沿 直 杆 АВ 运动 ,而 杆 又 绕 ARORA, ROK 
结 在 杆 AB 上 。 在 瞬时 z, 动 点 在 M 处 ， 它 的 相对 速度 和 牵连 速度 分 别 为 w 和 

ve。 经 过 时 间 间 隔 Az 后 ， ARARE AB’ , 动 点 移动 到 M, ,这 时 它 的 相对 速度 
为 v; ,牵连 速度 为 ov'。 

如 果 杆 AB 不 转动 , 则 1 + Ae 时 刻 动 点 的 相对 速度 是 图 中 的 vo ;由 于 率 连 
运动 是 转动 ,使 :+ At 时 刻 动 点 的 相对 速度 的 方向 又 发 生变 化 ， 变 为 图 中 的 v'。 
相对 加 速度 是 在 动 系 AB 上 观察 的 ,只 反映 出 由 vw， 到 v。 的 速度 变化 ,而 由 
о BA vo, , 则 反映 为 科 氏 加 速度 的 一 部 分 ( 见 图 8 – 14Ь), 

如 果 没 有 相对 运动 , 则 :+ At 时 刻 点 М 移 到 M, ,牵连 速度 应 为 图 中 的 
vmi; 由 于 有 相对 运动 ,使 1 + Az 时 刻 的 牵连 速度 不 同 于 wm 而 变 为 图 中 的 v 7, 
牵连 加 速度 是 动 系 上 M 点 的 加 速度 ,只 反映 出 由 v。 到 wm 的 速度 变化 ,而 由 
ому EH v 。, 则 反映 为 科 氏 加 速度 的 另 一 部 分 ( 见 图 8 — 140). 
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тю 


Ё 8-14 

上 面 的 分 析 表 明 ( 见 图 8 一 14): 

= |im OMIT Be аъ. 9 % 
а. Am At” dr мо At 

= jj oo V, dv. i v,- 
а, Are At И dt А At 

PRIER ac , 正 是 由 此 产生 。 下 面 两 个 等 式 读者 可 自行 证 明 ， 

Sea, +0. Xv, oe a, +@, хт, 


科 氏 加 速度 是 1832 年 由 科 利 奥 里 发 现 的 ,因而 命名 为 科 利 奥 里 加 速度 , 简 
称 科 氏 加 速度 。 科 氏 加 速度 在 自然 现象 中 是 有 所 表现 的 。 

地 球 绕 地 轴 转 动 ,地 球 上 物体 相对 于 地 球 运动 ,这 都 是 
牵连 运动 为 转动 的 合成 运动 。 地 球 自转 角速度 很 小 ,一 般 情 
况 下 其 自转 的 影响 可 略 去 不 计 ; 但 是 在 某 些 情况 下 , 却 必须 “ 
给 予 考虑 。 

例如 ,在 北半球 ,河水 向 北 流动 时 ,河水 的 科 氏 加 速度 
ac 向 西 , 即 指向 左 侧 ,如 图 8 - 15 所 示 。 由 动力 学 可 知 ,有 
向 左 的 加 速度 ,河水 必 受 有 右岸 对 水 的 向 左 的 作用 力 。 根 据 mgs 
作用 与 反作用 定律 ,河水 必 对 右岸 有 反作用 力 。 北 半球 的 江 
河 ,其 右岸 都 受 有 较 明显 的 冲刷 ,这 是 地 理学 中 的 一 项 规律 。 

例 8-8 空气 压缩 机 的 工作 轮 以 角速度 o 绕 垂直 于 图 面 的 O 轴 人 匀速 转动 ， 空气 以 相对 
速度 w , 沿 弯曲 的 叶片 匀速 流动 ,如 图 8—16 所 示 。 如 曲线 AB ESC 的 曲率 半径 为 p， 通过 
点 C 的 法 线 与 半径 间 所 夹 的 角 为 gp,CO = , 求 气 体 微 团 在 点 C 的 绝对 加 速度 a,。 

解 : 取 气 体 微 团 为 动 点 , 动 参考 系 固定 在 工作 轮 上 ， 定 参考 系 固定 于 地 面 。 因 动 参考 系 
作 转 动 , 故 气体 微 团 在 点 C 的 绝对 加 速度 为 相对 .牵连 和 科 氏 加 速度 三 项 的 合成 。 现 分 别 求 
这 三 项 加 速度 。 
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a, :等 于 动 参考 系 上 的 点 C 的 加 速度 。 因 工作 轮 匀 速 转动 , 故 只 有 向 心 加 速度 ,部 


а. 7w r 
方向 如 图 所 示 。 
a, :由 于 气体 微 团 相对 于 叶片 作 匀 速 曲 线 运动 , 故 只 有 法 向 加 速度 Вр 
= ut 
а = — 
e 
方向 如 图 所 示 。 
ac ;由 


ac =2@, X o, 
可 确定 ac 在 图 示 平 面 内 ,并 与 v ,垂直 ,指向 如 图 所 示 。 它 的 大 小 为 
ac = 2wv,sin 90° = 2wv, 
根据 加 速度 合成 定理 : 
a,=a,+a,+ac 


将 其 分 别 投影 到 Ox’ 及 Oy 轴 上 ,得 


2 2 
Ur. А v : 
а, =a. tay tac =0- ~ sn ф + 2wv,sin 9 = (2, 一 > ) sin 9 


2 2 
ау = dey tay + acy = -rw + соо ф —2wv,cos p = (2-2%) соз ф— rw” 
于 是 ,绝对 加 速度 的 大 小 可 按 下 式 求 得 
а, = ay + acy 


a, 的 方向 可 由 其 方向 余弦 确定 。 


图 8-16 图 8 一 17 


例 8-9 в-а ФО, В 在 图 8~17 所 示 位 置 时 的 角 加 速度 。 
М. 动 点 和 动 参考 系 选择 同 例 8 - 4。 因 为 动 参考 系 作 转 动 ,因此 加 速度 合成 定理 为 
a,=a, +a +ac 
由 于 at = ОА, Н ОВ 的 角 加 速度 ,只 需求 出 at 即 可 。 
现在 分 别 分 析 上 式 中 的 各 项 : 
a, :因为 动 点 的 绝对 运动 是 以 O 为 回 心 的 匀速 圆周 运动 , 故 只 有 法 向 加 速度 ,方向 如 图 
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所 示 ,大 小 为 
а, = га? 
EAL Бйр HR О S ñW Е, ЕНЕ, ДЕНА 的 切 向 加 速度 为 a 
垂直 于 杆 O1 A ,假设 指向 如 图 ;法 向 加 速度 为 a: , 它 的 大 小 为 
а= а O, A 


方向 如 图 所 未 。 在 例 8 - 4 中 已 求 得 “= R ОА /T T WA 


a, : 因 相 对 轨迹 为 直线 , 故 a, 沿 O,; A ,大 小 未 知 。 
ac:H ac=20,X o, A 


ac = 20, u, sin 90° 


由 例 8-4 知 
_ _ orl 
U, = U,COS r= Tt 
于 是 有 
_ 2a’ rl 
“+m 
方向 如 图 所 示 。 
为 了 求 得 a: ,应 将 加 速度 合成 定理 向 O, x MR 
即 
a, = а, tay tac 
或 — 4,008 g= a, — ac 
解 得 
ai=- ril - >? ) 2 
“+r 


RP 2-20, a: 为 负 值 。 пзатдзтазинвавааая. 
HEI O, A 的 角 加 速度 


负 号 表示 与 图 示 方 向 相反 ,a 的 真实 转向 应 为 道 时 针 转 向 。 
例 8-10 图 8 一 18а 所 示 平 面 机 构 中 ,曲柄 ОА =r WAAR wo #5). BRA WH 
BC 杆 滑 动 。 已 知 BC= DE, 且 BD= CE = /1。 求 :图 示 位 置 时 , 杆 BD 的 角速度 和 角 加 速度 。 
Ж: 由 于 DBCE 为 平行 四 边 形 ,因而 杆 BC HEEB, UEN A 为 动 点 ,绝对 速度 v, = 
rwo。 以 杆 BC 为 动 系 ,牵连 速度 w 等 于 点 B 速度 os。 其 速度 合成 关系 如 图 8- 18 a 所 示 。 
由 图 示 几 何 关系 解 出 
Ue = 0, = 0, = reo 


因而 杆 BD 的 角速度 w 方向 如 图 ,大 小 为 


————————— er 
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a = P = 5: Pao (a) 
i i { 
动 系 BC 为 曲线 平移 ,因此 科 氏 加 速度 cc = 0; 牵 连 加 速度 与 点 B 加 速度 相同 ,应 分 解 为 
a, 和 а, 两 项 。 由 加 速度 合成 定理 ,有 
a,=a.+ta,=at+a+a, (b) 


其 中 


而 a, Ma, 为 未 知 量 , 暂 设 at 和 а, 的 指向 如 图 8- 18b。 
将 式 (b) 两 端 向 у 轴 投 影 ,得 
a,sin 30° = aecos 30° — a'sin 30° 
解 出 
+ (a, + a2)sin 30° _ V3wor (i t+ ғ) 
“一 
解 得 a: 为 正 ,表明 所 设 at 指向 正确 。 
动 系 平移 ,点 B 的 加 速度 等 于 牵连 加 速度 ,因而 杆 BD 的 角 加 速度 方向 如 图 , 值 为 
_ ay _ Y 3obr(1 +r) 
. зр 

例 8~11 8 一 19 所 示 凸 轮 ,机 构 中 ,凸轮 以 匀 角 速度 w 绕 水 平 O 轴 转 动 ,带动 直 杆 
AB 沿 铅 直 线 上 、 下 运动 , 且 О,А,В# I$ F 5 A Bhi A’, ARR Е 
点 A 的 曲率 半径 为 ps A ШЕ Б OA 夹 角 为 6,OA = 1, RRM АВ 的 速度 及 加 速 
度 。 

解 : 如 果 取 凸轮 上 点 A’ 作 为 动 点 , 动 系 固 结 在 杆 AB 上 ,所 看 到 的 相对 运动 轨迹 是 不 
清楚 的 。 因 此 取 杆 AB 上 的 点 A 为 动 点 , 动 系 固 结 在 凸轮 上 。 绝 对 运动 是 点 A 的 直线 运动 ， 
牵连 运动 是 凸轮 绕 О 轴 的 定 轴 转动 ,相对 运动 是 点 A 沿 凸 轮 轮 缘 的 运动 。 各 速度 矢 方向 很 
容易 画 出 ,如 图 8- 19a。 由 点 的 速度 合成 定理 

9, = o, + s, 
其 中 o. = wl ,可 求 得 
о, = «лап 0, у, = w/cos 0 
绝对 运动 是 直线 运动 ,因此 а, BHR АВ 方向 ;牵连 运动 是 匀速 定 轴 转 动 ,因此 a, 指向 
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(a) (b) 
8—19 


点 0; 相对 加 速度 有 切 向 加 速度 a; 及 法 向 加 速度 a" 两 项 组 成 。 其 中 
2 aU е? Р 
а. = lw’, а, = = = ре) 
由 于 牵连 运动 为 转动 ,因此 有 科 氏 加 速度 ac 
ac=2e,x o, 
大 小 为 
ac=2uwu,=2o?7/cosb 
各 加 速度 方向 如 图 8 一 19b 所 示 。 点 的 加 速度 合成 定理 为 
a,=a,+at+a"+ac 
在 此 矢量 方程 中 ,只 有 a, 的 大 小 及 а, 的 大 小 未 知 。 和 欲求 a,, 可 将 此 矢量 方程 向 垂直 于 a: 
的 了 轴 上 投影 


a,cos0 = – a.cos0 — а + ac 
解 得 
I 2 
= — ，2 + _ 
а, ° (1 рл сов? 0 =) 


例 8-12 圆 盘 半 径 R=50 mm, 以 匀 角 速度 o, 绕 水 平 轴 CD 转动 ,同时 框架 和 CD 轴 
一 起 以 匀 角 速度 o, 绕 通 过 圆 盘 中 心 O ААВ 转动 ,如 图 8- 20 所 示 。 如 w =5 rad/s, 
wz =3 rad/s, RARE 1 和 2 两 点 的 绝对 加 速度 。 

解 : 首先 计算 点 1 的 加 速度 。 


取 贺 盘 上 的 点 1 为 动 点 , 动 参考 系 与 框架 固 结 , 则 动 参考 系 绕 轴 AB 转动 。 应 用 加 速度 
合成 定理 


а, = а. +а, +ас 
ae :是 动 参考 系 上 与 动 点 相 重合 的 那 一 点 (牵连 点 ) 的 加 速度 。 动 参考 系 是 无 限 大 体 ,其 
上 与 动 点 相 重合 的 点 以 O 为 圆心 在 水 平面 内 作 勾 速 圆周 运动 ,因此 这 点 只 有 法 向 加 速度 , 它 
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的 大 小 为 
a, = 02 В = 3? (хаав) x 50 mm = 450 mm/s” 
方向 如 图 所 示 。 
a;: 动 点 的 相对 运动 以 O 为 圆心 ,在 铅 直 平 面 内 作 匀 速 图 
周 运动 ,因此 也 只 有 法 向 加 速度 , 它 的 大 小 为 
a, = «Е = 5° (тад!) x 50 mm = 1 250 mm/s” 
方向 如 图 所 示 。 
ac:H ac =2@, X o, 确定 ac 的 大 小 为 
ас = 2, о, зіп 180° = 0 
于 是 点 1 的 绝对 加 速度 的 大 小 为 
a, = a, t a, =1 700 mm/s 
它 的 方向 与 a.,a, 同 向 ,指向 轮 心 O。 
现在 计算 点 2 的 加 速度 。 仍 将 动 参考 系 团结 在 框架 上 。 
a. ; 因 动 参考 系 上 与 点 2 相 重合 的 点 是 轴线 上 的 一 个 点 ,这 点 的 加 速度 等 于 零 , 因 此 a, =0. 
a, :相对 加 速度 的 大 小 为 
a, = Кең = 50 mm Х 52 (rad/s)? = 1 250 mm/s? 


方向 指向 轮 心 O. 
Gc: ac =2w,v,sin 90° =2w, w, R = 2x 3X S(radls)2 Х 50 mm= 1 500 mm/s’ 
ac 3 Ë F BLR, AMMAR. 
于 是 ,点 2 的 绝对 加 速度 的 大 小 为 
a, = Ja? + а =1 953 mm/s’ 
t 5 48 B 226 REKA X 


0 = arc tan = = 50°12’ 


总 结 以 上 各 例 的 解 题 步骤 可 见 ,应 用 加 速度 合成 定理 求解 点 的 加 速度 ,其 步 


缀 基本 上 与 应 用 速度 合成 定理 求解 点 的 速度 相同 ,但 要 注意 以 下 几 点 : 
1. 选取 动 点 和 动 参考 系 后 ,应 根据 动 参考 系 有 无 转动 ,确定 是 否 有 科 氏 加 
速度 。 
2. 因为 点 的 绝对 运动 轨迹 和 相对 运动 轨迹 可 能 都 是 曲线 ,因此 点 的 加 速度 
合成 定理 一 般 可 写成 如 下 形式 ; 
a.ta,=actatatal+ac 
式 中 每 一 项 都 有 大 小 和 方向 两 个 要 素 ,必须 认真 分 析 每 一 项 , 才 可 能 正确 地 解决 
问题 。 在 平面 问题 中 ,一 个 矢量 方程 相当 于 两 个 代数 方程 ,因而 可 求解 两 个 未 知 
重 。 上 式 中 各 项 法 向 加 速度 的 方向 总 是 指向 相应 曲线 的 曲率 中 心 ,它们 的 大 小 
总 是 可 以 根据 相应 的 速度 大 小 和 曲率 半径 求 出 。 因 此 在 应 用 加 速度 合成 定理 
时 ,一 般 应 先进 行 速度 分 析 , 这样 各 项 法 向 加 速度 都 是 已 知 量 。 科 氏 加 速度 ас 


| 
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的 大 小 和 方向 由 牵连 角速度 о 和 相对 速度 vw, 确 定 , 它 们 也 完全 可 通过 速度 分 
析 求 出 ,因此 ac 的 大 小 和 方向 两 个 要 素 也 是 已 知 的 。 这 样 ,在 加 速度 合成 定理 
中 只 有 三 项 切 向 加 速度 的 六 个 要 素 可 能 是 待 求 量 , 若 知 其 中 的 四 个 要 素 , 则 余下 
的 两 个 要 素 就 完全 可 求 了 。 

在 应 用 加 速度 合成 定理 时 ,正确 的 选取 动 点 和 动 系 是 很 重要 的 。 动 点 相对 
于 动 系 是 运动 的 ,因此 它们 不 能 处 于 同一 刚体 上 。 选 择 动 点 、 动 系 时 还 要 注意 相 
对 运动 轨迹 是 否 清楚 。 若 相对 运动 轨迹 不 清楚 , 则 相对 加 速度 al, а; 的 方向 就 
难以 确定 ,从 而 使 待 求 量 个 数 增加 ,致使 求解 困难 。 


小 结 


1. 点 的 绝对 运动 为 点 的 牵连 运动 和 相对 运动 的 合成 结果 。 
绝对 运动 : 动 点 相对 于 定 参考 系 的 运动 ; 
相对 运动 : 动 点 相对 于 动 参考 系 的 运动 ; 
牵连 运动 : 动 参考 系 相 对 于 定 参 考 系 的 运动 。 
2. 点 的 速度 合成 定理 
0. =o +, 
绝对 速度 w, : 动 点 相对 于 定 参 考 系 运动 的 速度 ; 
相对 速度 vw, : 动 点 相对 于 动 参考 系 运动 的 速度 ; 
牵连 速度 w。: 动 参考 系 上 与 动 点 相 重合 的 那 一 点 (牵连 点 ) 相 对 于 定 参 考 系 
运动 的 速度 。 
3. 点 的 加 速度 合成 定理 
а„=а„+а,‚,+ас 
绝对 加 速度 a,: 动 点 相对 于 定 参考 系 运动 的 加 速度 ; 
相对 加 速度 a,: 动 点 相对 于 动 参考 系 运动 的 加 速度 ， 
牵连 加 速度 a.: 动 参考 系 上 与 动 点 相 重 合 的 那 一 点 (牵连 点 ) 相 对 于 定 参 考 
系 运 动 的 加 速度 ; 
科 氏 加 速度 ec :牵连 运动 为 转动 时 ,牵连 运动 和 相对 运动 相互 影响 而 出 现 
的 一 项 附加 的 加 速度 。 
ao=20,X vu, 


当 动 参考 系 作 平移 或 v,=0, 或 o, 与 w, 平 行 时 ,av =0。 


思 考题 


8-1 如 何 选择 动 点 和 动 参考 系 ? 在 例 8 一 4 中 以 滑 块 A 为 动 点 。 为 什么 不 宜 以 曲柄 
ОА 为 动 参考 系 ? 车 以 O, B 上 的 点 A 为 动 点 ,以 曲柄 OA 为 动 参考 系 ,是 否 可 求 出 O, B 的 


角速度 、 角 加 速度 ? 
8-2 图 8-21 中 的 速度 平行 四 边 形 有 无 错误 ? BERR? 


图 8-21 


8-3 如 下 计算 对 不 对 ? 错 在 哪里 ? 
(а) 图 8- 22 中 取 动 点 为 滑 块 A , 动 参考 系 为 杆 OC , 则 


v= ®* ОА, v, = vecos 9 


图 8- 22 图 8-23 
(b) Æ 8-23 中 ту = у, = u,cos 60° 
о, = wr 
因为 w= 常量 
所 以 voc = HH, ас = 990 =0 


(c) 图 8 一 24 PAT Ra, 的 大 小 , 取 加 速度 在 y 轴 上 的 
投影 式 : 
a,cos p — ac = Ü 
所 以 a, = 5 
cos 9 
8-4 点 的 速度 合成 定理 v= .+ v, 对 牵连 运动 是 平 
移 或 转动 都 成 立 ,将 其 两 端 对 时 间 求 导 ,得 


do, _ do. + do, 
dt dt dż 图 8 一 24 


从 而 有 


ee pe a 
TT ma a a L 
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а, =а, +а, 
因而 此 式 对 牵连 运动 是 平移 或 转动 都 应 该 成 立 。 
试 指出 上 面 的 推导 错 在 哪里 ? 
8-5 如 下 计算 对 吗 ? 
dv, a ov? ‹_ dv, nov dv, ov 
а= 7, а= а=, а > a а = 


AP р, ,p: 分 别 是 绝对 轨迹 、 相 对 轨迹 上 该 处 的 曲率 半径 ,po. 为 动 参考 系 上 与 动 点 相 重合 的 
那 一 点 的 轨迹 在 重合 位 置 的 曲率 半径 。 


8-6 图 8-25 中 曲柄 OA 以 匀 角 速度 转动 ,a,b 两 图 中 哪 一 种 分 析 对 ? 


图 8 一 25 


(a) 以 ОА 上 的 点 A 为 动 点 ,以 BC 为 动 参考 体 ; 

(b) 以 BC 上 的 点 A 为 动 点 ,以 OA 为 动 参考 体 。 

8-7 按 点 的 合成 运动 理论 导出 速度 合成 定理 及 加 速度 合成 定理 时 , 定 参考 系 是 固定 不 
动 的 。 如 果 定 参考 系 本 身 也 在 运动 (平移 或 转动 ), 对 这 类 问题 你 该 如 何 求解 ? 

8-8 试 引 用 点 的 合成 运动 的 概念 ,证 明 在 极 坐 标 中 点 的 加 速度 公式 为 

a =r- пр? a, = pr + 2or 

其 中 r 和 9 是 用 极 坐标 表示 的 点 的 运动 方程 ,a, Ma, 是 点 的 加 速度 沿 极 径 和 其 垂直 方向 的 
投影 。 


J a 
8-1 如 图 所 示 , 光 点 M W y 轴 作 谐振 动 ,其 运动 方程 为 
yoy 
| |— 


题 8-1 图 
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xr=0 y=acos (kt + 0) 

如 将 点 M 投影 到 感光 记录 纸 上 , 此 纸 以 等 速 v .向 左 运动 。 求 点 M 在 记录 纸 上 的 轨迹 。 

8-2 如 图 所 示 , 点 M 在 平面 Ory 中 运动 ,运动 方程 为 

z =40(1 -cos z) y = 40sin t 

式 中 上 以 s 计 ,xz 和 yy 以 mm 计 。 平面 Ory 又 绕 垂直 于 该 平面 的 O 轴 转 动 ,转动 方程 为 p = 
t rad, 式 中 角 p 为 动 坐标 系 的 z“ 轴 与 定 坐标 系 的 zx 轴 间 的 交角 。 求 点 M 的 相对 轨迹 和 绝对 
轨迹 。 

8-3 水 流 在 水 轮机 工作 轮 人 口 处 的 绝对 速度 x, = 15 m/s, 并 与 直径 成 60" 角 ,如 图 所 
示 。 工 作 轮 的 外 缘 半 径 R=2 m, E n =30 rmin。 为 避免 水 流 与 工作 轮 叶 片 相 冲击 ,叶片 
应 恰当 地 安装 ,以 使 水 流 对 工作 轮 的 相对 速度 与 叶片 相 切 。 求 在 工作 轮 外 缘 处 水 流 对 工作 轮 
的 相对 速度 的 大 小 和 方向 。 


题 8-3 图 题 8-4 图 
8-4 如 图 所 示 ,瓦特 离心 调 速 器 以 角速度 o 绕 错 直 轴 转 动 。 由 于 机 器 负荷 的 变化 , 调 
速 器 重 球 以 角速度 w 向 外 张 开 。 如 w= 10 rad/s,w, = 1.2 radjs, 球 柄 长 1 = 500 mm, Ж 
柄 的 支点 到 铝 直 轴 的 距离 为 e = 50 mm, 球 柄 与 锅 直 轴 间 所 成 的 交角 p8=30"。 求 此 时 重 球 的 
绝对 速度 。 


8-5 杆 OA 长 1, 由 推 村 推动 而 在 图 面 内 绕 点 O 转动 ,如 图 所 示 。 假 定 推 杆 的 速度 
Мо, КЭА а, ЖЖ А 的 速度 的 大 小 (表示 为 x 的 函数 ) 。 


题 8-5 图 题 8-6 图 


—— Y 
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刀 速 度 为 o = 10 mm/s, 求 车 刀 对 工件 的 相对 速度 。 
8-7 在 图 a 和 bb 所 示 的 两 种 机 构 中 ,已 知 0,0, =a=200 mm, w =3 rad/s。 求 图 示 位 


置 时 杆 O, A 的 角速度 。 


(a) (b) 
题 8-7 图 
8-8 图 示 曲 柄 滑 道 机 构 中 ,曲柄 长 ОА = >, 并 以 等 角速度 o 绕 O 轴 转 动 。 装 在 水 平 


FERR DE 与 水 平 线 成 60* 角 。 求 当 曲 柄 与 水 平 线 的 交角 分 别 为 p=0",30",60" 时 , 杆 
BC 的 速度 。 


题 8-8 图 题 8-9 图 
8-9 如 图 所 示 , 播 杆 机 构 的 滑 杆 AB Ца o 向 上 运动 ， HRE OC 水 平 。 E 


K OC=a, EÑ OD = 1, RY p= 子 时 点 C 的 速度 的 大 小 。 


8-10 кинаи ия AB 可 沿 导 槽 上 下 移动 ,偏心 圆 盘 绕 轴 O 转 
动 , 轴 O 位 于 项 杆 轴线 上 。 工 作 时 顶 杆 的 平底 始终 接触 凸轮 表面 。 该 凸轮 半径 为 R ,偏心 距 
ОС = е, О 转动 的 角速度 为 ,OC 与 水 平 线 成 夹 角 p。 求 当 p=0° 时 ,人 顶 杆 的 速度 。 


题 8s-10 图 题 8-11 图 


8-11 绕 轴 O 转动 的 圆 盘 及 直 杆 OA 上 均 有 一 导 槽 ,两 导 槽 间 有 一 活动 销 子 M 如 图 
所 示 ,5=0.1 m。 设 在 图 示 位 置 时 , 圆 盘 及 直 杆 的 角速度 分 别 为 w, = 9 rad/s 和 о, = 3 rad/s. 
求 此 瞬时 销 子 M 的 速度 。 

8-12 图 为 叶片 训 的 示意 图 。 当 转子 转动 时 ,叶片 端点 B 将 沿 固定 的 定子 曲线 运动 ， 
同时 叶片 AB 将 在 转子 上 的 槽 CD 内 滑动 。 已 知 转子 转动 的 角速度 为 o,f CD 不 通过 轮 心 
O 点 ,此 时 AB 和 OB 间 的 夹 角 为 8, OB 和 定子 曲线 的 法 线 间 成 9 角 , OB = p。 求 叶片 在 转子 
槽 内 的 滑动 速度 。 
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8-13 直线 AB 以 大 小 为 w 的 速度 沿 垂直 于 AB 的 方向 向 上 移动 ;直线 CD 以 大 小 为 
v 的 速度 沿 垂直 于 CD 的 方向 向 左上 方 移动 ,如 图 所 示 。 如 两 直线 间 的 交角 为 0, 求 两 直线 
交点 M 的 速度 。 

8-14 图 示 两 盘 匀 速 转 动 的 角速度 分 别 为 w = 1 rad/s, о, = 2 rad/s, MAEZ Р = 
50 mm, 两 盘 转轴 距离 /=250 mm, ARBEN ,两 盘 位 于 同一 平面 内 。 求 此 时 盘 2 上 的 点 А 
相对 于 盘 1 的 速度 和 加 速度 。 

8-15 图 示 公 路 上 行驶 的 两 车 速度 都 人 为 72 km/he ARR, Æ А 车 中 的 观察 者 看 
来 ,车 B 的 速度 ,加 速度 为 多 大 ? 

8-16 图 示 小 环 M 沿 杆 OA 运动 , 杆 OA Š O 轴 转 动 ,从 而 使 小 环 在 Ory 平面 内 具有 
如 下 运动 方程 ; 
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题 8-14 图 


х =10/3# mm, y=10/32 mm 
其 中 上 以 s 计 ,zy 以 mtm 计 。 
求 上 =1s 时 ,小 环 M 相对 于 杆 OA 的 速度 和 加 速度 , 杆 OA 转动 的 角速度 及 角 加 速度 。 


题 8-15 图 题 8-16 图 


8-17 图 示 铵 接 四 边 形 机 构 中 ,OA= О,В=100 mm, X О, О, = AB, FF О,А 以 等 角 
速度 a = 2 rad/s 绕 轴 О, 转动 。 杆 AB 上 有 一 套 简 C ,此 套 简 与 杆 CD HRE., 机 构 的 各 部 
件 都 在 同一 铅 直面 内 。 求 当 p= 60" 时 , 杆 CD 的 速度 和 加 速度 。 


8-18 前 切 金属 板 的 “ 飞 前 机 ”机 构 如 图 。 工 作 台 AB 的 移动 规律 是 ; = 0.2 sin z m, 


RR C 带动 上 刀片 E 沿 导 柱 运动 以 切断 工件 万 ,下 刀片 F 固定 在 工作 台 上 。 设 曲柄 OC = 
0.6 m,t=1sht,p= 60°, ЖЕЛАЯ 已 相对 于 工作 台 运 动 的 速度 和 加 速度 ,并 求 曲柄 
OC 转动 的 角速度 及 角 加 速度 。 


题 8-17 8 题 8-18 图 


8-19 如 图 所 示 , 曲 柄 ОА 长 0.4m, 以 等 角速度 о =0.5 rad/s 绕 O SRA EH р 
动 。 由 于 曲柄 的 A 端 推 动 水 平板 了 ,而 使 滑 杆 C 沿 铅 直方 向 上 升 。 求 当 曲 柄 与 水 平 线 间 的 
夹 角 O= 30" 时 , 滑 杆 C 的 速度 和 加 速度 。 


题 8-19 图 题 8- 20 图 


8-20 图 示 偏心 轮 播 杆 机 构 中 , 播 杆 O, 4 借助 弹 自 压 在 半径 为 R 的 偏心 轮 C 上 。 仿 
DÈ C 绕 轴 O 往复 摆动 ,从 而 带动 播 杆 绕 轴 О, 摆动 。 设 OC ОО, 时 , 轮 C 的 角速度 为 
中 * 角 加 速度 为 等 ,6 = 60°, ЖЕНЕР O, A 的 角速度 w， 和 角 加 速度 a, 。 

8-21 半径 为 R 的 半圆 形 凸 轮 D 以 等 速 m BATRA AMD АВ 8 
直方 向 上 升 , 如 图 所 示 。 求 p= 30H АВ 相对 于 凸轮 的 速度 和 加 速度 。 

8-22 如 图 所 示 ,斜面 AB 与 水 平面 间 成 45" 角 ,以 0.1 m/s? 的 加 速度 沿 Oz 轴 向 右 运 
动 。 物 块 M 以 匀 相 对 加 速度 0.1/2 m/s , 沿 斜 面 滑 下 ,斜面 与 物 块 的 初速 都 是 零 。 物 块 的 
初 位 置 为 :坐标 x =0、y= А, 求 物 块 的 绝对 运动 方程 .运动 轨迹 、 速 度 和 加 速度 。 

8-23 小 车 沿 水 平方 向 向 右 作 加 速 运动 ,其 加 速度 a =0.493 m/s 。 在 小 车 上 有 一 轮 线 
O 轴 转 动 ,转动 的 规律 为 p= 0? (4 以 s 计 ,9 以 rad 计 )。 当 上 =1s 时 , 轮 缘 上 点 A 的 位 置 如 
图 所 示 。 如 轮 的 半径 r=0.2 m, 求 此 时 点 A 的 绝对 加 速度 。 
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题 8-23 图 题 8-24 图 


8-24 如 图 所 示 ,半径 为 r 的 圆 环 内 充满 液体 ,液体 按 箭头 方向 以 相对 速度 v 在 环 内 作 
匀速 运动 。 如 圆 环 以 等 角速度 о О 轴 转 动 , 求 在 圆 环 内 点 1 和 2 处 液体 的 绝对 加 速度 的 
大 小 。 | 

8-25 图 示 圆 盘 绕 AB 轴 转 动 ,其 角速度 w=2t rad/s, A M 沿 圆 盘 直径 离开 中 心 向 
外 缘 运动 ,其 运动 规律 为 OM = 402? mm。 半 径 OM УАВ 轴 间 成 60* 角 。 求 当 上 =1s 时 点 
M 的 绝对 加 速度 的 大 小 。 


题 8-25 图 题 8-26 图 


8-26 图 示 直角 曲 杆 OBC 绕 O 轴 转 动 ,使 套 在 其 上 的 小 环 M 沿 固定 直 杆 OA 滑动 。 
已 知 ;0B=0.1 m,OB 与 BC 垂直 , 曲 杆 的 角速度 w=0.5 "аялана. 求 当 p= 60° 
时 ,小 环 M 的 速度 和 加 速度 。 
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8-27 牛头 刨床 机 构 如 图 所 示 。 已 知 O, A = 200 mm, 与 角速度 w = 2 rad/s, 角 加 速度 
a=0。 求 图 示 位 置 滑 枕 CD 的 速度 和 加 速度 。 


题 8-27 图 题 8-28 图 


8-28 如 图 所 示 , 点 M 以 不 变 的 相对 速度 n, 沿 圆锥 体 的 母线 向 下 运动 。 此 圆锥 体 以 
角速度 v 绕 OA 轴 作 匀 速 转动 。 如 一 MOA4 = 0, 且 当 1=0 时 点 在 M, 处 ,此 时 距离 OM, = 
bo REC 秒 时 ,点 M 的 绝对 加 速度 的 大 小 。 
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第 七 章 讨论 的 刚体 平移 与 定 轴 转 动 是 最 常见 的 、 简 单 的 刚体 运动 。 刚 体 还 
可 以 有 更 复杂 的 运动 形式 ,其 中 ,刚体 的 平面 运动 是 工程 机 械 中 较为 常见 的 一 种 
刚体 运动 ; 它 可 以 看 作为 平移 与 转动 的 合成 ,也 可 以 看 作为 绕 不 断 运动 的 轴 的 转 
动 。 

本 章 将 分 析 刚 体 平面 运动 的 分 解 , 平 面 运 动 刚体 的 角速度 、 角 加 速度 ,以 及 
刚体 上 各 点 的 速度 和 加 速度 。 


59-1 刚体 平面 运动 的 概述 和 运动 分 解 


工程 中 有 很 多 零件 的 运动 ,例如 行星 齿轮 机 构 中 动 齿轮 A 的 运动 (图 9 — 
1) \ 曲 柄 连 杆 机 构 中 连 杆 АВ 的 运动 (图 9- 2), 以 及 沿 直线 轨道 滚动 的 轮子 的 
运动 等 ,这 些 刚 体 的 运动 既 不 是 平移 ,又 不 是 绕 定 轴 的 转动 ,但 它们 有 一 个 共同 
的 特点 , 即 在 运动 中 ,刚体 上 的 任意 一 点 与 某 一 固定 平面 始终 保持 相等 的 距离 。 
这 种 运动 称 为 平面 运动 。 平 面 运 动 刚体 上 的 各 点 都 在 平行 于 某 一 固定 平面 的 平 
面 内 运动 。 


SSSSSSSSSS 


图 9-1 图 9-2 


图 9- За 为 一 连 杆 的 简 图 ,用 一 个 平行 于 固定 平面 的 平面 截 制 连 杆 , 得 截面 
5, 它 是 一 个 平面 图 形 (图 9 一 3b)。 当 连 杆 运动 时 ,图 形 内 任意 一 点 始终 在 自身 
平面 内 运动 。 若 通过 图 形 上 任 一 点 作 垂 直 于 图 形 的 直线 , 则 当 刚体 作 平 面 运动 
时 ,该 直线 作 平移 ,因此 平面 图 形 上 的 这 一 点 与 直线 上 各 点 的 运动 完全 相同 。 由 
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此 可 知 ,平面 图 形 上 各 点 的 运动 可 以 代表 刚体 内 所 有 点 的 运动 。 因 此 ,刚体 的 平 
面 运动 可 简化 为 平面 图 形 在 它 自 身 平 面 内 的 运动 。 


(a) (b) 


平面 图 形 在 其 平面 上 的 位 置 完 全 可 由 图 形 内 任意 线段 OM 的 位 置 来 确定 
(图 9 一 4), 而 要 确定 此 线段 在 平面 内 的 位 置 ,只 需 确 定 线 段 上 任 一 点 O BJ ft E 
和 线段 OM 与 固定 坐标 轴 Ox MRKA o BUTT 

点 0’ 的 坐标 和 og 角 都 是 时 间 的 函数 , 即 

хо = f, (t), Уо = f. (t) e= f, (t) 

(9-1) 

式 (9- 1) 就 是 平面 图 形 的 运动 方程 。 А 

由 式 (9- 1) 可 见 ,平面 图 形 的 运动 方程 可 由 两 
部 分 组 成 :一 部 分 是 平面 图 形 按 点 O’ 的 运动 方程 
zo = 有 i(t)、yo = fu(:) 的 平移 ,没有 转动 ; 另 一 部 o 
分 是 绕 点 ORAH p= f;(1) 的 转动 。 

平面 运动 的 这 种 分 解 也 可 以 按 上 一 章 合成 运 9-4 
动 的 观点 加 以 解释 。 以 沿 直线 轨道 滚动 的 车 轮 为 例 (图 9 - 5а), RE Ж 
考 体 ,以 轮 心 点 O' 为 原点 取 动 参考 系 O'z'y', 则 车 厢 的 平移 是 牵连 运动 ,车 轮 绕 
平移 参考 系 原点 O' 的 转动 是 相对 运动 ,二 者 的 合成 就 是 车 轮 的 平面 运动 (绝对 
运动 )。 单 独 轮子 作 平面 运动 时 ,可 以 轮 心 0 为 原点 ,建立 一 个 平移 参考 系 
O’x'y’ (图 9-5b), 同 样 可 把 轮子 这 种 较为 复杂 的 平面 运动 分 解 为 平移 和 转动 
两 种 简单 的 运动 。 

对 于 任意 的 平面 运动 ,可 在 平面 图 形 上 任 取 一 点 O RIEA, EA 
假想 地 安 上 一 个 平移 参考 系 O'z'y' ;平面 图 形 运动 时 , 动 坐标 轴 方 向 始终 保持 
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(a) (b) 


不 变 ,可 令 其 分 别 平 行 于 定 坐 标 轴 Or 和 Oy, 如 图 9-6 所 示 。 于 是 ,平面 图 形 
的 平面 运动 可 看 成 为 随同 基点 的 平移 和 绕 基 点 转动 这 两 部 分 运动 的 合成 。 

图 9- 7 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 中 ,曲柄 OA 为 定 轴 转 动 , 滑 块 B 为 直线 平 
移 ,而 连 杆 AB 则 作 平 面 运动 。 如 以 B 为 基点 , 即 在 滑 块 B 上 建立 一 个 平移 参 
考 系 ,以 Вгу 表示 , 则 杆 AB 的 平面 运动 可 分 解 为 随同 基点 B 的 直线 平移 和 在 
动 系 Bz'y 内 绕 基点 B 的 转动 。 同 样 ,还 可 以 A 为 基点 ,在 点 A 安 上 一 个 平移 
ЖЖ Az’y’ AF AB 的 平面 运动 又 可 分 解 为 随同 基点 A 的 平移 和 绕 基 点 A 的 
转动 。 


了 


图 9-6 图 9-7 


必须 指出 ,上 述 分 解 中 ,总 是 以 选 定 的 基点 为 原点 ,建立 一 个 平移 的 动 参考 
系 (实际 机 构 中 可 以 不 存在 这 个 平移 物体 ) ,所 谓 绕 基 点 的 转动 ,是 指 相对 于 这 个 
平移 参考 系 的 转动 。 

研究 平面 运动 时 ,可 以 选择 不 同 的 点 作为 基点 。 一 般 平面 图 形 上 各 点 的 运 
动情 况 是 不 相同 的 ,例如 图 9- 7 所 示 连 杆 上 的 点 B 作 直线 运动 ,点 A 作 圆周 运 
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动 。 因 此 ,在 平面 图 形 上 选取 不 同 的 基点 ,其 动 参考 系 的 平移 是 不 一 样 的 ,其 速 
度 和 加 速度 是 不 相同 的 。 由 图 9- 7 还 可 以 看 出 :如 果 运 动 起 始 时 OA ЖАВ 都 
位 于 水 平 位 置 ,运动 中 的 任 一 时 刻 ,AB 连 线 绕 点 A 或 绕 点 B 的 转角 ,相对 于 各 
自 的 平移 参考 系 Az” нй Вх'у' ,都 是 一 样 的 ,都 等 于 相对 于 固定 参考 系 的 转角 
9p。 由 于 任 一 时 刻 的 转角 相同 ,其 角速度 、 角 加 速度 也 必然 相同 。 于 是 可 得 结 
论 : 平 面 运 动 可 取 任 意 基 点 而 分 解 为 平移 和 转动 ,其 中 平移 的 速度 和 加 速度 与 基 
点 的 选择 有 关 ,而 平面 图 形 绕 基点 转动 的 角速度 和 角 加 速度 与 基点 的 选择 无 关 。 
这 里 所 请 的 角速度 和 角 加 速度 是 相对 于 各 基点 处 的 平移 参考 系 而 言 的。 平面 图 
形 相对 于 各 平移 参考 系 (包括 固定 参考 系 ) ,其 转动 运动 都 是 一 样 的 ,角速度 、 角 
加 速度 都 是 共同 的 ,无 需 标明 绕 哪 一 点 转动 或 选 哪 一 点 为 基点 。 
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现在 讨论 平面 图 形 内 各 点 的 速度 。 

由 前 一 节 分 析 可 知 ,任何 平面 图 形 的 运动 可 分 解 为 两 个 运动 :(1) 牵 连 运动 ， 
即 随同 基点 0 的 平移 ;(2) 相 对 运动 , 即 绕 基点 0 的 转动 。 于 是 ,平面 图 形 内 任 
一 点 M 的 运动 也 是 两 个 运动 的 合成 ,因此 可 用 速度 合成 定理 来 求 它 的 速度 ,这 
种 方法 称 为 基点 法 。 

因为 牵连 运动 是 平移 ,所 以 点 M 的 牵连 速度 等 于 基点 的 速度 m, ,如 图 9 一 8 
所 示 。 又 因为 点 M 的 相对 运动 是 以 点 O“ 为 圆心 的 圆周 运动 ,所 以 点 M 的 相对 
速度 就 是 平面 图 形 绕 点 O“ 转 动 时 点 M 的 速度 ,以 wu 表示 , 它 垂直 于 OM 而 朝 
向 图 形 的 转动 方向 ,大 小 为 

омо = ОМ: o 
AF o 是 平面 图 形 角速度 的 绝对 值 (以 下 同 )。 以 速度 
vo 和 wo 为 边 作 平行 四 边 形 , 于 是 ,点 M 的 绝对 速度 就 
由 这 个 平行 四 边 形 的 对 角 线 确定 , 即 
Vu = 00 + мо (9-2) 

上 式 是 平面 图 形 内 任意 点 M 的 速度 分 解 式 。 根 据 
此 式 ,可 作出 平面 图 形 内 直线 O °M 上 各 点 速度 的 分 布 
图 ,如 图 9-9 所 示 。 

于 是 得 结论 :平面 图 形 内 任 一 点 的 速度 等 于 基点 的 图 9-8 
速度 与 该 点 随 图 形 绕 基点 转动 速度 的 矢量 和 。 

根据 这 个 结论 ,平面 图 形 内 任意 两 点 A MB 的 速度 w, Mo 必 存 在 一 定 的 关 
系 。 如 果 选 取 点 A 为 基点 ,以 vos 表示 点 B 相对 点 A 的 相对 速度 ,根据 上 述 结 
论 ,得 
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Ug = Va + Upa (9-3) 
式 中 相对 速度 waa 的 大 小 为 

Up, = AB+w 
它 的 方向 垂直 于 AB , 且 朝 向 图 形 转动 的 一 方 。 

在 解 题 时 ,我 们 常用 式 (9- 3)。 与 前 一 章 的 分 析 
相同 ,在 这 里 w ,vs 和 wps 各 有 大 小 和 方向 两 个 要 素 , 共 
计 六 个 要 素 ,要 使 问题 可 解 ,一般 应 有 四 个 要 素 是 已 知 
的 。 在 平面 图 形 的 运动 中 ,点 的 相对 速度 was 的 方向 总 图 9-9 
是 已 知 的 , 它 垂 直 于 线段 AB 。 于 是 ,只 须知 道 任 何其 它 三 个 要 素 , 便 可 作出 速 
度 平行 四 边 形 。 

例 9-1 椭圆 规 尺 的 A ЖИ Жо, х 轴 的 负 向 运动 ,如 图 9-~10 所 示 ,AB=/。 求 B 
端的 速度 以 及 尺 AB 的 角速度 。 


9—10 


解 : F AB 作 平 面 运动 ,因而 可 用 公式 
Ug = Va + Up, 

ERE о, 的 大 小 和 方向 ,以 及 vs 的 方向 都 是 已 知 的 ( 因 B 端 在 y 办 上 作 直 线 运动 ) 
共计 有 三 个 要 素 是 已 知 的 ,再 加 上 wo 的 方向 垂直 于 AB 这 一 要 素 , 可 以 作出 速度 平行 四 边 
形 如 图 9- 10 所 示 。 作 图 时 ,应 注意 使 w 位 于 平行 四 边 形 的 对 角 线 上 。 

由 图 中 的 几何 关系 可 得 


Ов = va coto 


此 外 
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但 另 一 方面 , ve, = АВ'о, Seth о ERAB 的 角速度 ,由 此 ,得 


UBA UBA Va 


°“ ABT ¿sine 
例 9~2 图 9-11L1 所 示 平 面 机 构 中 ,4AB = Вр = DE = l = 300 mm。 在 图 示 位 置 时 ,BD 
Г АЕТ AB 的 角速度 为 w=5 rad/s。 求 此 瞬时 杆 DE 的 角速度 和 杆 BD 中 点 C 的 速度 。 


图 9-11 


М: 杆 DE 绕 点 已 转动 ,为 求 其 角速度 可 先 求 点 D 的 速度 。 杆 BD 作 平 面 运动 ,而 点 

В 也 是 转动 刚体 AB 上 一 点 ,其 速度 为 
Ug = wl = 300 mm х 5 rad/s=1.5 m/s 

方向 如 图 。 

对 平面 运动 的 杆 BD ,可 以 点 B 为 基点 , 按 式 (9 一 3) 得 

0р = 0в + Upp 
其 中 vw 大 小 和 方向 均 为 已 知 ,相对 速度 wos 的 方向 与 BD 垂直 ,点 D 的 速度 mw SDE 垂直 。 
由 于 上 式 中 四 个 要 素 是 已 知 的 ,可 以 作出 其 速度 平行 四 边 形 如 图 所 示 ,其 中 办 位 于 平行 四 边 
形 的 对 角 线 。 由 此 瞬时 的 几何 关系 ,得 知 
Up = Upp = vg = 1.5 m/s 

于 是 解 出 此 了 瞬时 杆 DE 的 角速度 为 


1.5 m/s 


03m 5 "8/9 


wpe = vp/l = 


方向 如 图 。 
vps 为 点 D 相对 B 的 速度 ,应 有 
vps = wap ° BD 
由 此 可 得 此 瞬时 杆 BD 的 角速度 
1.5 m/s _ 


.3 m 
方向 如 图 。 在 求 得 杆 BD 角速度 的 基础 上 ,可 以 点 B sü D 为 基点 , 求 出 杆 BD 上 任 一 点 的 速 
度 。 如 仍 以 点 B 为 基点 , 杆 BD 中 点 C 的 速度 为 


0с = Up + Ucp 


其 中 we 的 大 小 和 方向 均 为 已 知 , ves 方向 与 杆 BD 垂直 ,大 小 为 uco = во ` > =0.75 m/s. Ë 


5 rad/s 


@©вр = Upp / = 


202 第 九 章 ”刚体 的 平面 运动 


知 四 个 要 素 ,可 作出 上 式 的 速度 平行 四 边 形 如 图 。 由 此 瞬时 速度 矢 的 几何 关系 ,得 出 此 时 
vc 的 方向 恰好 沿 杆 BD ,大 小 为 
uc = vs — vig 21.299 m/s 
019-3 曲柄 连 杆 机 构 如 图 9 - 12a 所 示 ,O4 = r,4B =V3r。 如 曲柄 OA USARE о 
转动 ORY p=60",0 和 90" 时 点 В 的 速度 。 


图 9-12 


解 : 连 杆 AB 作 平 面 运动 ,以 点 A 为 基点 ,点 B 的 速度 为 
Us = Va + Upa 
其 中 o, = wr ,方向 与 OA 垂直 ,wm ЖОВ 方向 ,vw m УАВ 垂直 。 上 式 中 四 个 要 素 是 已 知 的 ， 
可 以 作出 其 速度 平行 四 边 形 。 
当 p=60° 时 ,由 于 AB=/30A,0A W 5 AB 垂直 ,其 速度 平行 四 边 形 如 图 9 — 12a 所 示 ， 
解 出 
243 


ve = v4 [cos 30° = =3 or 


当 p= 0°, о, 与 va4 均 垂直 于 OB, LEAF o , 按 速度 平行 四 边 形 合成 法 则 ,应 有 o, 
=0( 图 9-12b)。 

当 ф= 90°, о, Sv, 方向 一 臻 ,而 wa 又 垂直 于 AB ,其 速度 平行 四 边 形 应 为 一 直线 段 ， 
如 图 9- 12c 所 示 ,显然 有 

Up = Us = wr 

而 osa =0. KAA AB 的 角速度 为 零 ,A,B 两 点 的 速度 大 小 与 方向 都 相同 , 连 杆 АВ 具有 平 
移 刚 体 的 特征 。 但 杆 AB 只 在 此 瞬时 有 ms =0, ,其 他 时 刻 则 不 然 , 因 而 称 此 时 的 连 杆 作 凯 
时 平移 。 

例 9-4 图 9-13 所 示 的 行星 轮 系 中 ,大 齿轮 固定 ,半径 为 ” ;行星 齿轮 卫 沿 轮 工 只 
滚 而 不 滑动 ,半径 为 r, 。 系 杆 OA 角速度 为 wo。 求 轮 正 的 角速度 o 及 其 上 B,C 两 点 的 速 
度 。 

解 : 行星 轮 正 作 平面 运动 ,其 上 点 A 的 速度 可 由 系 杆 OA 的 转动 求 得 

va = wo ОА = oo(ri + г›) 

方向 如 图 。 

以 A 为 基点 , 轮 了 上 与 轮 工 接触 的 点 的 速度 应 为 
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Up = Va + Una 
由 于 齿轮 工 固 定 不 动 ,接触 点 D 不 滑动 ,显然 vp =0, 因 
而 有 орд = va =oo(ri tr), AMD v, 相反 ,如 图 。 
tn A D 相对 基点 A 的 速度 ,应 有 up, = ор" DA, H 
此 可 得 


Орд _ wo (ry + r2) 


ou pA T, 
为 逆 时 针 转 庙 , 如 图 。 
以 A 为 基点 ,点 В 的 速度 为 
Vs = DA + Op, 
而 vsa = on ВА = oo(rí + r,)= va 方向 与 wa ЖИ, 


如 图 所 示 。 因此 ,os Jv, 的 夹 角 为 45° ,指向 如 图 ,大 小 
为 9-13 


Ug =V 20А 242 оо (ғу tra) 
以 A 为 基点 ,点 C 的 速度 为 
De. = 04 + Oca 
而 осл = ор *AC= oo(ri t ғ) = u, J IB] j o, 一 致 ,由 此 
Uc = ОА + Ua =2wolri + ra), 

总 结 以 上 各 例 的 解 题 步骤 如 下 : 

(1) 分 析 题 中 各 物体 的 运动 , 乌 些 物体 作 平移 ,哪些 物体 作 转动 ,哪些 物体 
作 平 面 运动 。 

(2) 研究 作 平面 运动 的 物体 上 哪 一 点 的 速度 大 小 和 方向 是 已 知 的 , 哪 一 点 
的 速度 的 某 一 要 素 (一般 是 速度 方向 ) 是 已 知 的 。 

(3) 选 定 基点 ( 设 为 A), 而 另 一 点 ( 设 为 B) 可 应 用 公式 ws = u, + оь, AER 
度 平行 四 边 形 。 必 须 注意 , 作 图 时 要 使 ws 成 为 平行 四 边 形 的 对 角 线 。 

(4) 利用 几何 关系 ,求解 平行 四 边 形 中 的 未 知 量 。 

(5) 如 果 需 要 再 研究 另 一 个 作 平 面 运动 的 物体 ,可 Vs 
按 上 述 步骤 继续 进行 。 ` 

根据 式 (9- 3) 容 易 导 出 速度 投影 定理 :同一 平面 图 
形 上 任意 两 点 的 速度 在 这 两 点 连 线 上 的 投影 相等 。 

证 明 : 在 图 形 上 任 取 两 点 A 和 8B, 它 们 的 速度 分 别 
为 ww 和 ws ,如 图 9- 14 所 示 , 则 两 点 的 速度 必须 符合 如 
下 关系 : 


Vp = 04 + Vpa 
将 上 式 两 端 投 影 到 直线 АВ 上 ,并 分 别 用 (ws)，， 
(ею) дв ,( Vpa ) дв 表示 vws , Ua v Upa TERE АВ 上 的 投影 , 则 


图 9-14 
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(we ) дв = (Va) ap + (Vpa ) дв 
由 于 wa 垂直 于 线段 4B ,因此 (was ) aa =0。 于 是 得 到 
(ze ) ав = (04) ав (9-4) 

这 就 证 明了 上 述 定理 。 

这 个 定理 也 可 以 由 下 面 的 理由 来 说 明 : 因 为 A 和 B 是 刚体 上 的 两 点 ,它们 
之 间 的 距离 应 保持 不 变 , 所 以 两 点 的 速度 在 AB 方向 的 分 量 必须 相同 。 否 则 , 线 
段 AB 不 是 伸 长 , 便 要 缩短 。 因 此 ,这 定理 不 仅 适 用 于 刚体 作 平 面 运动 ,也 适合 
于 刚体 作 其 他 任意 的 运动 。 

例 9-5 图 9-15 所 示 的 平面 机 构 中 ,曲柄 OA 长 100 mm, 以 角速度 о = 2 rad/s 转动 。 
ЖЕ AB 带动 播 杆 CD ,并 拖 动 轮 E 沿 水 平面 滚动 。 已 知 CD = 3CB ,图 示 位 置 时 4A,B,E = 
点 恰 在 一 水 平 线 上 , 且 CD | ED。 求 此 瞬时 点 E 的 速度 。 


图 9-15 


解 : va = o * ОА = 2 rad/s х 100 mm=0.2 m/s 
由 速度 投影 定理 , 杆 AB 上 点 4,B 的 速度 在 4B 线 上 投影 相等 , 即 
up cos 30° = va 
解 出 
ов = 0.230 9 m/s 
播 杆 CD 绕 点 C 转动 ,有 


Up = ев ‘CD=3vs = 0.692 8 m/s 


轮 E 沿 水 平面 滚动 , 轮 心 E 的 速度 方向 为 水 平 ,由 速度 投影 定理 ,DD,E 两 点 的 速度 关系 
为 


vg cos 30° = vp 
解 出 
ок = 0.8 m/s 
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研究 平面 图 形 上 各 点 的 速度 ,还 可 以 采用 瞬 心 法 。 求 解 问 题 时 , 瞬 心 法 形象 
性 更 好 ,有 时 更 为 方便 。 

1. 定理 

一 般 情 况 ,在 每 一 瞬时 ,平面 图 形 上 都 叭 一 地 存在 一 个 速度 为 零 的 点 。 

证 明 : 设 有 一 个 平面 图 形 S ,如 图 9- 16 所 示 。 取 
图 形 上 的 点 A 为 基点 , 它 的 速度 为 w ,图 形 的 角速度 的 
绝对 值 为 w ,转向 如 图 所 示 。 图 形 上 任 一 点 M 的 速度 
可 按 下 式 计 算 : 

Uy =U, T UMA 

WRA М Жо, WER AN 上 (由 办 到 AN 的 转向 
与 图 形 的 转向 一 致 ), 由 图 中 看 出 , о, 和 wm 在 同一 直线 
上 ,而 方向 相反 , 故 ww 的 大 小 为 

Um = 04 — @ * АМ 

由 上 式 可 知 , 随 着 点 M ERAN 上 的 位 置 不 同 , ov 的 大 小 也 不 同 , 因 此 

总 可 以 找到 一 点 C ,这 点 的 瞬时 速度 等 于 零 。 如 念 


AC = 2^ 
w 


E 9-16 


则 
Uc = va, - AC*w=0 
FRE MSDE, LOM 3-8 BE РЕ BE FRAY A Pk N Bit ЖОР 
心 ,或 简称 为 速度 局 心 。 
2. 平面 图 形 内 各 点 的 速度 及 其 分 布 
根据 上 述 定 理 ,每 一 月 时 在 图 形 内 都 存在 速度 等 于 零 的 一 点 C, 即 wv. =0。 
选取 点 C 作为 基点 ,图 9-17a 中 4,B,D 等 各 点 的 速度 为 
Va = 0с Tc = Vac 
Us = + Upc = “Oc 
Vp = 0с + Vp = Up 
由 此 得 结论 :平面 图 形 内 任 一 点 的 速度 等 于 该 点 随 图 形 绕 瞬 时 速度 中 心 转 
动 的 速度 。 
由 于 平面 图 形 绕 任 意 点 转动 的 角速度 都 相等 (参看 $9 - 1) ,因此 图 形 绕 速 
度 瞬 心 C 转动 的 角速度 等 于 图 形 绕 任 一 基点 转动 的 角速度 ,以 o 表示 这 个 角 速 
度 , 于 是 有 
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(a) (b) 


9-17 


ФА = Vag = о АС vg = о = ВС ор = оу = w* DC 

由 此 可 见 , 图 形 内 各 点 速度 的 大 小 与 该 点 到 速度 瞬 心 的 距离 成 正比 。 速 度 
的 方向 垂直 于 该 点 到 速度 瞬 心 的 连 线 ,指向 图 形 转动 的 一 方 , 如 图 9- 17а 所 示 。 
这 样 求 出 的 速度 的 分 布 情况 ,可 使 我 们 得 到 一 个 简单 而 清晰 的 概念 。 

平面 图 形 上 各 点 速度 在 某 瞬 时 的 分 布 情况 ,与 图 形 绕 定 轴 转 动 时 各 点 速度 
的 分 布 情况 相 类 似 (图 9- 17b)。 于 是 ,平面 图 形 的 运动 可 看 成 为 绕 速 度 瞬 心 的 
瞬时 转动 。 

应 该 强调 指出 ,刚体 作 平面 运动 时 ,一 般 情况 下 在 每 一 月 时 ,图 形 内 必 有 一 
点 成 为 速度 瞬 心 ;但 是 ,在 不 同 的 瞬时 ,速度 瞬 心 在 图 形 内 的 位 置 是 不 同 的 。 

综 上 所 述 可 知 ,如 果 已 知 平 面 图 形 在 某 一 瞬时 的 速度 朋 心 位 置 和 角速度 , 则 
在 该 瞬时 ,图 形 内 任 一 点 的 速度 可 以 完全 确定 。 在 解 题 时 ,根据 机 构 的 几何 条 
ËF ,确定 速度 瞬 心 位 置 的 方法 有 下 列 几 种 ; 

(1) 平面 图 形 沿 一 固定 表面 作 无 滑动 的 滚动 ,如 图 9- 18 所 示 。 图 形 与 固 
定 面 的 接触 点 C 就 是 图 形 的 速度 瞬 心 ,因为 在 这 一 瞬时 ,点 C 相对 于 固定 面 的 
速度 为 零 , 所 以 它 的 绝对 速度 等 于 零 。 车 轮 滚动 的 过 程 中 , 轮 缘 上 的 各 点 相继 与 
地 面 接触 而 成 为 车 轮 在 不 同时 刻 的 速度 瞬 心 。 


9—18 9-19 


(2) 已 知 图 形 内 任意 两 点 A 和 日 的 速度 的 方向 ,如 图 9- 19 所 示 ,速度 瞬 
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心 C 的 位 置 必 在 每 一 点 速度 的 垂 线 上 。 因 此 在 图 9-19 中 ,通过 点 A, 作 垂直 
To, 方向 的 直线 Aa ;再 通过 点 B, EEH To 方向 的 直线 Bb , 设 两 条 直线 交 于 
点 C, 则 点 C 就 是 平面 图 形 的 速度 咀 心 。 

(3) 已 知 图 形 上 两 点 A 和 B 的 速度 相互 平行 ,并 且 速 度 的 方向 垂直 于 两 点 
的 连 线 AB ,如 图 9 — 20 所 示 , 则 速度 退 心 必定 在 连 线 АВ 与 速度 和 撩 vo。 和 ws 端 
点 连 线 的 交点 C 上 (参看 图 9- 17b)。 因 此 , 欲 确定 图 9-20 所 示人 齿轮 的 速度 瞬 
必 C 的 位 置 ,不 仅 需要 知道 w Me, 的 方向 ,而且 还 需要 知道 它们 的 大 小 。 


U 


(b) 


9 9-20 


当 w 和 ws 同 向 时 ,图 形 的 速度 瞬 心 在 AB 的 延长 线 上 (图 9- 20а); 4 
ол 和 ws 反 向 时 ,图 形 的 速度 瞬 心 C 在 4,B 两 点 之 间 ( 图 9 -20b)。 

(4) 某 一 瞬时 ,图 形 上 A,B 两 点 的 速度 相等 , 即 w = ор 时 ,如 图 9-21 所 
示 ,图 形 的 速度 瞬 心 在 无 限 远 处 。 在 该 瞬时 ,图形 上 各 点 的 速度 分 布 如 同 图 形 作 
平移 的 情形 一 样 , 故 称 瞩 时 平移 。 必 须 注意 ,此 有 瞬时 各 点 的 速度 虽然 相同 ,但 如 
速度 不 同 。 


89-21 9-22 


019-6 车 厢 的 轮子 沿 直线 轨道 滚动 而 无 滑动 ,如 图 9- 22 所 示 。 已 知 车 轮 中 心 O 的 
速度 为 vo 。 如 半径 R 和 都 是 已 知 的 REE A, A2,A3, A, 各 点 的 速度 ,其 中 А,,О,А, 
三 点 在 同一 水 平 线 上 ,A, ,0 ,A; 三 点 在 同一 铝 直线 上 。 
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R: 因为 车 轮 只 洲 动 无 滑动 , 故 车 轮 与 轨道 的 接触 点 C 就 是 车 轮 的 速度 瞬 心 。 令 o 为 
车 轮 绕 速 度 瞬 心 转动 的 角速度 , 因 vo = ro ,从 而 求 得 车 轮 的 角速度 的 转向 如 图 ,大 小 为 


图 9- 22 中 各 点 的 速度 分 别 计算 如 下 : 


[pry 
R-r _VR tr 
v,=A,Crw= o, о,=А,С'= 7 vo 
тү? 
R+r _ JR +r 
v3= А; Со = r vos u, = А„С'= ~ vo 


这 些 速度 的 方向 分 别 垂直 于 А, C,A,C,A;C 和 A,C, 指 向 如 图 示 。 

例 9-7 用 有 瞬 心 法 解 例 9- 1。 f 

М: 分 别 作 A 和 8 两 点 速度 的 垂 线 , 两 条 直线 的 交点 C 就 是 图 形 AB 的 速度 瞬 心 ,如 
图 9- 23 所 示 。 于 是 图 形 的 角速度 为 


од lsin 9 
点 B 的 速度 为 


BC 
= ВС: w = AC = vacot p 


以 上 结果 与 例 9-1 求 得 的 完全 一 样 。 
用 瞬 心 法 也 可 以 求 图 形 内 任 一 点 的 速度 。 例 如 杆 AB 
фар 的 速度 为 
l Va Va 


=DC- = 2 sin Ф Žsin Ф Ф 


它 的 方向 垂直 于 DC , 且 朝 向 图 形 转动 的 一 方 。 

由 以 上 各 例 可 以 看 出 ,用 瞬 心 法 解 题 ,其 步骤 与 基点 法 类 似 。 前 两 步 完全 相 

同 , 只 是 第 三 步 要 根据 已 知 条 件 ， 求 出 图 形 的 速度 瞬 心 的 位 置 和 平面 图 形 转动 的 
角速度 ,最 后 求 出 各 点 的 速度 。 

如 果 需 要 研究 由 几 个 图 形 组 成 的 平面 机 构 , 则 可 依次 对 每 一 图 形 按 上 述 步 
RET, ,直到 求 出 所 需 的 全 部 未 知 量 为 止 。 应 该 注意 ,每 一 个 平面 图 形 有 它 自 己 
的 速度 瞬 心 和 角速度 ,因此 ,每 求 出 一 个 瞬 心 和 角速度 ,应 明确 标 出 它 是 哪 一 个 
图 形 的 瞬 心 和 角速度 , 决 不 可 混淆 。 

例 9~8 矿石 轧 碎 机 的 活动 夹板 AB 长 600 mm, i ШЙ OE 借 连 村 组 带动 ,使 它 绕 A 
轴 摆 动 ,如 图 9 24 所 示 。 曲 柄 OF 长 100 mm, 角 速度 为 10 rad/s。 连 杆 组 由 杆 BG ,GD 和 
СЕ 组 成 , 杆 BG 和 GD 各 长 500 mm。 求 当 机 构 在 图 示 位 置 时 ,夹板 AB 的 角速度 。 


解 : 此 机 构 由 五 个 刚体 组 成 :; 杆 OE , GD ЯП АВ 绕 固 定 轴 转 动 , 杆 GE 和 BG 作 平 面 运 
动 。 


图 9-23 


ЖЖ АВ 的 角速度 wns ,必须 先 求 出 点 В 的 速度 大 小 ,因为 ws =p: fi kok vs ‚ЖАУ 
先 求 点 G 的 速度 。 
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图 9-24 


FF GE 作 平 面 运动 ,点 E 的 速度 方向 重 直 于 OE ,点 G 在 以 为 圆心 的 圆 弧 上 运动 , 因 
此 速度 方向 垂直 于 GD. fE С,Е 两 点 速度 矢量 的 垂 线 ,得 交点 С, ,这 就 是 在 图 示 瞬 时 杆 GE 
的 速度 瞬 心 。 

由 图 中 几何 关系 知 

ОС = 800 mm + 500 mm sin 15° = 929.4 mm 
EC, = OC, ~ OE = ОС :cot 15° ~ OE = 3 369 mm 
GC, = сү =3 591 mm 

于 是 , 杆 GE 的 角速度 为 


= = Е = © ZË = 0.296 8 rad/s 
点 G 的 速度 为 
Ug = wep * СС, = 1.066 m/s 
FF BG 也 作 平 面 运动 ,已 知 点 G 的 速度 大 小 和 方向 ,并 知 点 B 的 速度 必 垂 直 于 AB , 作 两 


速度 矢量 的 垂 线 交 于 点 С, ,这 点 就 是 杆 BG EARRA ИО. RAE RHEE 
可 求 得 


= 2с 
ою = б; 
BC 
Ов = wee * BC, = ve GC. = ug cos 60° 
60° 
Wap = Др ay — = 0.888 rad/s 


由 此 可 以 看 出 
(1) 机 构 的 运动 都 是 通过 各 部 件 的 连接 点 来 传递 的 ; 
(2) 在 每 一 瞬时 ,机构 中 作 平面 运动 的 各 刚体 有 各 自 的 速度 瞬 心 和 角速度。 
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现在 讨论 平面 图 形 内 各 点 的 加 速度 。 
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根据 $ 9-1 所 述 ,如 图 9- 25 所 示 平 面 图 形 S 的 运动 可 分 解 为 两 部 分 :(1) 
随同 基点 A 的 平移 (牵连 运动 ); (2) 绕 基点 A 的 转动 at, 

(相对 运动 )。 于 是 ,平面 图 形 内 任 一 点 B 的 运动 也 由 ; 
两 个 运动 合成 , 它 的 加 速度 可 以 用 加 速度 合成 定理 求 
出 。 因 为 牵连 运动 为 平移 ,点 B 的 绝对 加 速度 等 于 牵 
连 加 速度 与 相对 加 速度 的 矢量 和 。 

由 于 牵连 运动 为 平移 ,点 B 的 牵连 加 速度 等 于 基 
ALA 的 加 速度 ms ;点 B 的 相对 加 速度 as 是 该 点 随 图 
形 绕 基点 A 转动 的 加 速度 ,可 分 为 切 向 加 速度 与 法 向 
加 速度 两 部 分 。 于 是 用 基点 法 求 点 的 加 速度 合成 公式 
为 


as = a, +аъ t ana (9-5) 
BD :平面 图 形 内 任 一 点 的 加 速度 等 于 基点 的 加 速度 与 该 点 随 图 形 绕 基 点 转动 的 
切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 的 矢量 和 。 
” 式 (9-5) 中 ,a 为 点 B 绕 基 点 A 转动 的 切 向 加 速度 ,方向 与 АВ 垂直 ,大 
小 为 
авл = AB'a 
а 为 平面 图 形 的 角 加 速度 。a% 为 点 B 绕 基点 A 转动 的 法 向 加 速度 ,指向 基点 
A ,大 小 为 
aw = AB: о? 

о 为 平面 图 形 的 角速度 。 

式 (9 -5) 为 平面 内 的 矢量 等 式 ,通常 可 向 两 个 相交 的 坐标 轴 投 影 ,得 到 两 个 
代数 方程 ,用 以 求解 两 个 未 知 量 。 

例 9-9 如 图 9-26 所 未 ,在 外 哮 合 行星 齿轮 机 构 中 , 系 
Ж O,O = /! ,以 匀 角 速度 o, # O, HH. KHL 固定, 行星 
轮 工 半径 为 r ERI ЕЯ ЕШ W A 和 B 是 轮 缘 上 的 两 
点 ,点 A EO O 的 延长 线 上 ,而 点 B 则 在 垂直 于 O, O 的 半径 
bo RA A RB 的 加 速度 。 

解 : 轮 工 作 平面 运动 ,其 中 心 О 的 速度 和 加 速度 分 别 为 

Vo = lo) ao = lw? 

选 点 O 作为 基点 。 由 题 意 知 , 轮 工 的 瞬 心 在 两 轮 的 接触 

点 C 处 。 设 轮 工 的 角速度 为 w, 有 


图 9 一 26 


vo_ l 
way, 
r r 


因为 o 为 不 变 的 恒 量 ,所 以 w 也 是 恒基 , 则 轮 工 的 角 加 速度 等 于 零 ,于 是 有 
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aso = abo = 0 
A,B 两 点 相对 于 基点 O 的 法 向 加 速度 分 别 沿 半径 OA4 和 OB ,指向 中 心 O ,它们 的 大 小 
为 
n о n __ з Р 2 
aho = аво = rw = —w} 
按照 式 (9-S) 将 这 些 加 速度 与 ao 合成 ,得 点 A 的 加 速度 的 方向 沿 OA ,指向 中 心 OLE 
的 大 小 为 
a4 = ао + aio = lu} + Lut = lu} (i++) 
点 B 的 加 速度 大 小 为 
7 
an= ab + Camo) = loi afit E) 
它 与 半径 OB 间 的 夹 角 为 


2 

ao _ lwi _ r 

a “arctan — = arctan — 
abo 2 


l 


@ = arctan. 


01 
r 


例 9-10 如 图 9-27 所 示 , 在 椭圆 规 的 机 构 中 ,曲柄 OD 以 匀 角 速度 w P O 轴 转 动 ， 
OD= AD= BD=1, RÄ 9=60°H,R АВ 的 角 加 速度 和 点 A 的 加 速度 。 

解 : 先 分 析 机 构 各 部 分 的 运动 :曲柄 OD 4 O 轴 转 动 , 尺 
АВ 作 平 面 运动 。 

RR AB 上 的 点 也 为 基点 ,其 加 速度 

ap = lw? 

它 的 方向 沿 OD 指向 点 O。 

点 A 的 加 速度 为 


дд = üp ta. t arp / 
其 中 ap 的 大 小 和 方向 以 及 ai 的 大 小 和 方向 都 是 已 知 的 。 因 off 
为 点 A 作 直 线 运动 ,可 设 a, 的 方向 如 图 所 示 ;a 垂 直 于 AD, 
其 方向 暂 设 如 图 。a%。 沿 AD 指向 点 D, 它 的 大 小 为 ° g 
аль = was * AD 
其 中 was 为 尺 AB 的 角速度 ,可 用 基点 法 或 瞬 心 法 求 得 
则 
аъ =w * AD = lw 
现在 求 两 个 未 知 量 :es Жа WA). RR £ Sha а, 2 MEF a,,7 ME 的 正 
方向 如 图 所 示 。 将 a, 的 矢量 合成 式 分 别 在 和 7 轴 上 投影 ,得 
aa Cos ф = арсоѕ (x — 2ф) — arp 


0= -apsin @ + aapcos p+anpsin Ф 


mm Аааа а teva o 


212 第 九 章 ”刚体 的 平面 运动 


_ apcos (r-29)-a‰ _ «2 Ісоѕ 60 021 


> -i 
ал cos ф соѕ 60 ° 


, _ apsin g — axpsin ф _ (w° l- wl)sin Ф -0 
аар cos 9 cos 9 


于 是 有 


由 于 a, 为 负 值 , 故 a, 的 实际 方向 与 原 假 设 的 方向 相反 。 

9-1 车 轮 沿 直线 滚动 。 已 知 车 轮 半径 为 R ,中心 O 的 速度 为 v0, 加 速度 为 ao 。 设 
车 轮 与 地 面 接触 无 相对 滑动 。 求 车 轮 上 速度 瞬 心 的 加 速度 。 

解 : 只 滚 不 滑 时 ,车 轮 的 角速度 可 按 下 式 计算 : 


— Yo 
w= 


R 
车 轮 的 角 加 速度 a 等 于 角速度 对 时 间 的 一 阶 导数 。 上 式 对 任何 瞬时 均 成 立 , 故 可 对 时 
IRS ,得 


因为 R 是 常量 ,于 是 有 


因为 轮 心 O 作 直线 运动 ,所 以 它 的 速度 vo 对 时 间 的 一 阶 导数 等 于 这 一 点 的 加 速度 ao 。 
于 是 


= 40 
a= -2 


R 
车 轮作 平面 运动 。 取 中 心 O 为 基点 ,按照 式 (9- 5) 求 点 C 的 加 速度 
ac = ао + ato + ato 


式 中 


2 
= = 2 _ Vo 
aco = Ra = ao aw = Ко = = 


它们 的 方向 如 图 9 一 28b 所 示 。 
由 于 ao 与 aww 的 大 小 相等 ,方向 相反 ,于 是 有 
由 此 可 知 , 速 度 瞬 心 C 的 加 速度 不 等 于 零 。 当 车 轮 在 地 面 上 只 滚 不 滑 时 ,速度 瞬 心 C 的 
加 速度 指向 轮 心 DO, 如 图 9 — 28c 所 示 。 
由 以 上 各 例 可 见 , 用 基点 法 求 平面 图 形 上 点 的 加 速度 的 步骤 与 用 基点 法 求 
点 的 速度 的 步骤 相同 。 但 由 于 在 公式 
ав =a, taka + aha 


中 有 八 个 要 素 , 所 以 必须 已 知 其 中 六 个 ,问题 才 是 可 解 的 。 
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асо С ао 
(а) (b) (c) 


Æ 9-28 
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工程 中 的 机 构 都 是 由 数 个 物体 组 成 的 ,各 物体 间 通 过 联接 点 而 传递 运动 。 
为 分 析 机 构 的 运动 ,首先 要 分 清 各 物体 都 作 什么 运动 ,要 计算 有 关联 接点 的 速度 
和 加 速度 。 

为 分 析 某 点 的 运动 ,如 能 找 出 其 位 置 与 时 间 的 函数 关系 , 则 可 直接 建立 运动 
方程 ,用 解析 方法 求 其 运动 全 过 程 的 速度 和 加 速度 。 当 难以 建立 点 的 运动 方程 
或 只 对 机 构 某 些 瞬时 位 置 的 运动 参数 感 兴趣 时 , 可 根据 刚体 各 种 不 同 运动 的 形 
式 , 确定 此 刚体 的 运动 与 其 上 一 点 运动 的 关系 ,并 常用 合成 运动 或 平面 运动 的 
理论 来 分 析 相 关 的 两 个 点 在 某 瞬 时 的 速度 和 加 速度 的 联系 。 

平面 运动 理论 用 来 分 析 同 一 平面 运动 刚体 上 两 个 不 同 点 间 的 速度 和 加 速度 
联系 。 当 两 个 刚体 相 接 触 而 有 相对 滑动 时 , 则 需 用 合成 运动 的 理论 分 析 这 两 个 
不 同 刚 体 上 相 重 合 一 点 的 速度 和 加 速度 联系 。 两 物体 间 有 相互 运动 , 虽 不 接触 ， 
其 重合 点 的 运动 也 符合 合成 运动 的 关系 。 

复杂 的 机 构 中 ,可 能 同时 有 平面 运动 和 点 的 合成 运动 问题 ,应 注意 分 别 分 
析 综合 应 用 有 关 理 论 。 有 时 同一 问题 可 用 不 同 的 方法 分 析 , 则 应 经 过 分 析 . 
较 后 ,选用 竹简 便 的 方法 求解 。 

下 面 通过 几 个 例题 说 明 这 些 方法 的 综合 应 用 。 

例 9- 12 图 9- 29 所 示 平 面 机 构 , 滑 块 В 可 沿 杆 OA 滑动 。 杆 BE SBD 分 别 与 滑 块 B 
CE BD PAGAL SA. WR E 以 匀速 沿 锅 直 导轨 向 上 运动 , 杆 BE 长 为 /31。 图 
ЖЕНШ ОА 铝 直 , 且 与 杆 BE 夹 角 为 4$"。 求 该 瞬时 杆 OA 的 角速度 与 角 加 速度 。 

解 : BE 杆 作 平面 运动 ,可 先 求 出 点 B 的 速度 和 加 速度 。 点 B 连同 滑 块 在 OA ЕШ 
动 ,并 带动 杆 OA 转动 ,可 按 合成 运动 方法 求解 杆 OA 的 角速度 和 角 加 速度 。 


BE 丁 作 平面 运动 ,在 图 9- 29 中 ,由 v 及 vs 方向 可 知 此 瞬时 点 O 为 BE HEED, A 
此 ; 
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ЫШ E 为 基点 ,点 B 的 加 速度 为 
ав = ар tahe tahe (a) 
式 中 各 矢量 方向 如 图 9- 29 所 示 。 由 于 点 EES 
速 直线 运动 , 故 ar =0。a 拓 的 大 小 为 .- 
aig = wa’ В -2 
将 式 (a) 投 影 到 沿 BE 方向 的 轴 上 ,得 


авсоз 45° = ађ 


因此 
= te _2v 
ав © соз 45 П 


上 面 用 刚体 平面 运动 方法 求 得 了 滑 块 p ж 
度 和 加 速度 。 由 于 滑 块 B 可 以 沿 杆 OA 滑动 ,因此 
应 利用 点 的 合成 运动 方法 求 杆 OA 的 角速度 及 角 | 
加 速度 。 | J 

RMR B 为 动 点 , 动 系 固 结 在 杆 OA 上 ,点 的 速度 合成 定理 为 


v = 0. +9, К 
Ato, = vs ;牵连 速度 w Ж OA 杆 上 与 滑 块 B 重合 那 一 点 的 速度 ,其 方向 垂直 于 OA ,因此 
Sv, 同 向 ;相对 速度 w 沿 OA 杆 , 即 垂直 于 w。 。 显 然 有 . 
©, =v, v,=0 abi 
Bp AG 
0. = Ов =D bs 
于 是 得 杆 OA 的 角速度 人 
woa “ОБЛ А 


其 转向 如 图 9- 29 所 示 。 
滑 块 B 的 绝对 加 速度 a. = a, ,其 牵连 加 速度 有 法 向 
及 切 向 两 项 ,其 法 向 部 分 
a? = wba "OB = > 
由 于 滑 块 B 的 相对 运动 是 沿 OA 杆 的 直线 运动 ,因此 其 相 
对 加 速度 a, 也 沿 OA 方向 。 这 样 ,有 
a,=ata+ta,+ac (b) 
因为 此 瞬时 v, =0, 故 ac =0。 在 此 矢量 式 中 ,各 矢量 方向 
已 知 ,如 图 9- 30 所 示 ; 未 知 量 为 a, 及 at 的 大 小 , 共 两 个 。 
将 式 (b) 投 影 到 与 а, 垂直 的 BD 线 上 ,得 
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因此 
: _ 2%? 
g а. = ав = — 
FF OA 的 角 加 速度 为 
a, _ 22 


角 加 速度 方向 如 图 9 一 30 所 示 。 

上 面 的 求解 方法 是 依次 应 用 刚体 平面 运动 及 点 的 合成 运动 方法 求解 ,这 是 机 构 运动 分 析 
中 较 常 用 的 方法 之 一 。 

019-13 在 图 9- 包 a 所 示 平 面 机 构 中 , 杆 AC 在 导轨 中 以 匀速 o 平移 АМЕ A 带 
动 杆 AB 沿 导 套 O 运动 , 导 套 O 与 杆 AC 距离 为 !。 图 示 酸 时 杆 AB 与 杆 AC 夹 角 为 p= 60°, 
求 此 瞬时 杆 AB 的 角速度 及 角 加 速度 。 


解 ; 本 题 可 以 用 几 种 方法 求解 。 

方法 1: 

以 A 为 动 点 , 动 系 固 结 在 导 套 O 上 ,牵连 运动 为 绕 O 的 转动 。 点 A 的 绝对 运动 为 以 勾 
Жо АС 方向 的 运动 ,相对 运动 是 点 A 沿 导 套 O 的 运动 ,各 速度 矢 如 图 9- 31b 所 示 。 由 

©, =o, +o, = o 
可 得 
о, = vsin TESEN 0, = U, COS 60°= > 

由 于 杆 AB ESO 中 滑动 ,因此 杆 AB УЖО 其 有 相同 的 角速度 及 角 加 速度 。 其 角 速 
度 


w = e390 
A AO 41 
由 于 点 A 为 匀速 直线 运动 , 故 绝对 加 速度 为 零 。 点 A 的 相对 运动 为 沿 导 套 O 的 直线 运 
动 ,因此 а, 沿 杆 AB 方向 , 故 有 
O=a+tat+a,+ac (a) 


AP ас=20. хо, ,其 方向 如 图 9-3tc 所 示 , 大 小 为 


EEIT BREER те tem sasan sasin _ у 
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3 2 
ас=2ш v = Gp 


a.a: 及 a, 的 方向 如 图 9 一 31c 所 示 。 将 矢量 方程 式 (a) 投 影 到 a; 方向 ,得 


— K 
ae ac = Gr 


FF AB 的 角 加 速度 方向 如 图 ,大 小 为 


as 34/3 и? 
% AO 81 


方法 2: 
以 点 О 为 坐标 原点 ,建立 如 图 9- 3la 所 示 的 直角 坐标 系 。 由 图 可 知 
хА = loot ф 


将 其 两 端 对 时 间 求 导 ,并 注意 到 fa = о, 48 


p= sin’ 9 (b) 
将 其 再 对 时 间 求 导 ,得 `. š 
p= Psin 2g = зат Фф sin2p `+ (c) 
式 (b) 及 (c) 为 杆 AB 的 角速度 gp 及 角 加 速度 5 5H ç 之 间 的 关系 式 。 当 e= 60° 时 ,得 
_+:_30 _ = _ 3522 
ea = P= A И! 


两 种 解法 结果 相同 o 

ЖЕФ, АВ 作 平面 运动 ,4AB 上 与 O 相 重合 一 点 的 速度 应 沿 杆 AB 方向 。 因 此 ,也 可 
应 用 瞬 心 法 求解 村 AB 的 角速度 。 然 而 ,再 用 平面 运动 基点 法 求解 杆 AB 的 角 加 速度 就 不 如 
前 两 种 方法 方便 了 。 

例 9-14 图 9-32a 所 示 平 面 机 构 ,AB 长 为 !, 滑 块 A 可 沿 播 杆 ОС 的 长 槽 滑动 。 摇 杆 
OC 以 匀 角 速度 w SERIO 转动 , 滑 块 B 以 匀速 v= o 
lo 沿 水 平 导 轨 滑 动 。 图 示 瞬 时 OC BH, AB 与 水 
平 线 OB 夹 角 为 30"。 求 此 瞬时 AB 杆 的 角速度 及 
角 加 速度 。 

Ш: ТАВ 作 平 面 运动 ,点 A ЖЛЕ} OC 
内 有 相对 运动 ,这 是 一 种 应 用 平面 运动 和 合成 运动 
理论 联合 求解 的 问题 ,而且 是 一 种 含 两 个 运动 输入 o 
量 w Mo 的 较 复杂 的 机 构 运动 问题 。 TY 

# AB 作 平面 运动 ,以 B 为 基点 ,有 


4 


Uis 
a 


-—-———_.2-_- 


9—32 
Va = Vg + Uap (a) 
点 A 在 杆 OC 内 滑动 ,因此 需 用 点 的 合成 运动 方法 。 取 点 A 为 动 点 , 动 系 固 结 在 OC 上 ,有 
0, =v, +9, (b) 


其 中 绝对 速度 w = o, ,而 牵连 速度 o = OA: = 学 ,相对 速度 KARAM ,各 速度 矢 方 向 如 
9-32 所 示 。 
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Ni 
4k 


由 式 (a) 和 式 (b) ,得 
Ve + 0р U +, (c) 
其 中 ws = 为 已 知 ,vw. CRE, Evs Жо, 方向 已 知 , 仅 有 wa Жо, 两 个 量 的 大 小 未 知 , 故 
可 解 。 将 此 矢量 方程 沿 w 方向 投影 ,得 
Ug 一 zapsin 30 = v, 
故 Vag = 2( vug — v.) = lw 
AB 杆 的 角速度 方向 如 图 ,大 小 为 


将 式 (c) 沿 w 方向 投影 ,得 


故 s= Blo 
以 BAZER WA A 的 加 速度 为 
: ах = ag + ahg + ав (d) 


H F o, 为 常量 ,所 以 ав 二 0, 而 
ahg = wan АВ = lw’ 


仍 以 点 A 为 动 点 , 动 系 轩 结 于 OC 上 , 则 有 


a,=a +a +a,+ac (e) 
式 中 
а, =а4 
а, =0, а= 7 ОА, ас = 200, = 3 lw” 
H (4) (e) 两 式 ,得 
aa+taw=sa+ta,+tac (f) 


其 中 各 矢量 方向 已 知 ,如 图 9 一 33 所 示 , 仅 有 二 未 知 量 a, 及 ais 的 大 小 待 求 。 取 投影 轴 垂 直 
于 а, ас 方向 ,将 矢量 方程 式 (f) 在 此 轴 上 投影 ,得 


图 9-33 
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anpsin 30° — a%pcos 30° = ac 
因此 
аав = 3/31? 
由 此 得 AB 杆 的 角 加 速度 为 
_ Gs _ 2 
GAB = aR 33 


方向 如 图 9-33 所 示 。 
#J9-15 在 图 9-34 所 示 平 面 机 构 中 , 杆 AC 铝 直 运 动 , 杆 BD 水 平 运动 A HEE 
块 互 可 沿 槽 杆 AE PHBA. BARBER АВ = 60 mm, 6 = 30" ,us = 10V3 mm/s, a, = 


10/3 mm/s’ ,vs = 50 mm/s,ap =10 mm/s’. ЖКБ ЕЕ} АЕ 的 角速度 、 角 加 速度 及 滑 块 B 
相对 АЕ 的 加 速度 。 | 
解 : 以 滑 块 电 为 动 点 , 动 系 固 结 在 槽 杆 АЕ k, 
有 
v, = o, +0, (a) 
AFv, =o ;o, 方向 沿 AE, 大 小 未 知 ;v。 ARIF AE 
上 与 滑 块 8 重合 的 B 点 的 速度 ,vw .= vs, 其 大 小 和 方 
向 均 未 知 。 可 见 , 式 (a) 中 有 三 个 待 求 量 ,无 法 作出 速度 
平行 四 边 形 。 
Ж AE 作 平 面 运 动 ,以 A 为 基点 ,了 点 的 速度 为 
Dy = VA + Ve, (b) 
其 中 mw 已 知 ;va 方向 垂直 于 AE, 大 小 未 知 ;ve， 大 
小 .方向 均 未 知 。 显 然 , 仅 用 式 (b) 也 无 法 求解 。 由 于 
vy = 9。, 因 此 将 (a) (b) 两 式 联 立即 可 求解 。 将 式 (b) 
КА. (а) ,得 


Ve =v, + OA to, (c) Æ 9 — 34 
其 中 只 有 uy, Rv, 两 个 量 的 大 小 未 知 ,可 解 。 各 速度 
矢 如 图 9- 35a 所 示 。 将 式 (c) 分 别 投影 到 图 中 vw。 及 vw, 方向 ,得 
VaCos 30 = ~ v, cos 60° + vga 
vgsin 30° = va sin 60° + о, 

解 得 

vga = 30/3 mm/s, х, = 10 mm/s 
从 而 得 槽 杆 AE 的 角速度 


AE = = 30/3 mm/s mm/s _ 9 866 rad/s 


其 方向 如 图 9- 35a 所 示 。 
选用 与 上 面相 同 的 动 点 . 动 系 ,由 点 的 合成 运动 加 速度 合成 定理 ,有 
а„=а„+а,+ ас (4) 


Ж а, = аза. WMH AE 上 与 滑 块 B 重合 的 B' 点 的 加 速度 ,a. =a, ,其 大 小 和 方向 均 未 
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vi 4, 


Ё 9 – 35 


sa, 方向 沿 AE ,大 小 未 知 ;ac = 20, Хо, ,方向 如 图 9 一 35b, 大 小 为 
ас = 2ш, = 2 x Brads 10 mm/s= 17.32 mm/s’ 


可 见 式 (d) 有 三 个 待 求 量 ,不 能 求解 。 
ЖЕ AE 作 平 面 运 动 ,以 A 为 基点 ,有 


ag = ал tapa + ab, (e) 
2 
式 中 аў = whe АВ = (rad/s) x60 mm=45 mm/s 
由 于 ак =a, ,将 式 (e) 代 入 式 (d) 得 
as =a, taya + авл ta, + ас (f) 


各 加 速度 矢量 如 图 9- 35b 所 示 。 式 (f) 中 只 有 аъ, Жа, 两 个 加 速度 的 大 小 未 知 ,可 求 。 将 式 
(f) 分 别 投影 到 аы, Жа, 两 个 方向 上 ,得 
— авсоз 30 = – aasin 30° + aya 一 ac 
— agsin 30° = a, cos 30° + а?л + a, 
由 此 得 
asa = 17.32 mm/s’, a, = — 65 mm/s’ 
Wa AE 的 角 加 速度 为 


aa = = 0.288 7 rad/s’ 


其 方向 如 图 9- 35b 所 示 。 

从 上 面 的 例题 可 以 看 出 : 某 些 问题 可 以 用 多 种 方法 求解 , 某 些 问题 又 必须 同时 采用 几 种 
方法 联合 求解 。 解 题 时 应 该 注意 ,只 有 已 知 条 件 适用 于 运动 全 过 程 时 ,才能 建立 点 的 运动 方 
E ,进行 微 积 分 运算 ,用 解析 法 求解 。 在 例 9 -~ 13 PEE AC 以 匀速 v 平移 是 适用 于 运动 全 过 
程 的 条 件 , 因 此 可 以 用 点 的 运动 学 方法 ,通过 运动 方程 及 微分 运算 求解 。 在 例 9- 15 中 ,所 给 
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已 知 条 件 是 图 示 瞬 时 的 ,不 是 全 过 程 的 条 件 ,因此 无 法 用 运动 方程 及 微 积 分 方法 求解 。 例 
9 一 14 所 给 条 件 也 适用 于 全 过 程 ,因此 也 可 以 用 点 的 运动 学 方法 求解 ,读者 可 自行 求解 。 


小 结 


1. 刚体 内 任意 一 点 在 运动 过 程 中 始终 与 某 一 固定 平面 保持 不 变 的 距离 ,这 
种 运动 称 为 刚体 的 平面 运动 。 平 行 于 固定 平面 所 截 出 的 任何 平面 图 形 都 可 代表 
此 刚体 的 运动 。 

2. 基点 法 

(1) 平面 图 形 的 运动 可 分 解 为 随 基点 的 平移 和 绕 基点 的 转动 。 平 移 为 牵连 
运动 , 它 与 基点 的 选择 有 关 ; 转 动 为 相对 于 平移 参考 系 的 运动 , 它 与 基点 的 选择 
无 关 。 
(2) 平面 图 形 上 任意 两 点 A AB 的 速度 .加 速度 的 关系 为 : 

Us = Ua + Upa» (05) an = (а ) AB 
ав = a, Taka tapa 

3. ЕО 

此 方法 仅 用 来 求解 平面 图 形 上 点 的 速度 问题 。 

(1) 平面 图 形 内 某 一 瞬时 绝对 速度 等 于 零 的 点 称 为 该 瞬时 的 瞬时 速度 中 
心 , 简 称 速度 瞬 心 。 

(2) 平面 图 形 的 运动 可 看 成 为 绕 速 度 瞬 心 作 瞬 时 转动 。 

(3) 平面 图 形 上 任 一 点 M 的 速度 大 小 为 

u = w* СМ 

其 中 CM 为 点 M 到 速度 瞬 心 C AER. o, 垂直 于 M 与 C 两 点 的 连 线 ,指向 图 
形 转动 的 方向 。 

(4) 平面 图 形 绕 速度 瞬 心 转动 的 角速度 等 于 绕 任 意 基点 转动 的 角速度 。 


思 考题 
9-1 如 图 9~36 所 示 ,平面 图 形 上 两 点 A,B 的 速度 方向 可 能 是 这 样 的 吗 ? 为 什么 ? 


图 9- 36 


— rr союш 
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9-2 如 图 9-37 所 示 已 知 v= wi'0O1A, 方 向 如 图 ;vo 垂直 于 O,D。 于 是 可 确定 速度 
BEO C 的 位 置 , 求 得 : 


UA, — 
°? AC ， 0,D AC O, D 


这 样 做 对 吗 ? ЖНА? 


FA 9 - 37 В 9-38 
9-3 如 图 9-38 所 示 OA 的 角速度 为 w , 板 ABC MH O, A RE. AB Н О,А 和 
AC 上 各 点 的 速度 分 布 规律 对 不 对 ? 


9-4 平面 图 形 在 其 平面 内 运动 , 某 瞬 时 其 上 有 两 点 的 加 速度 矢 相同 。 试 判断 下 述说 法 
是 否 正 确 : 

(1) 其 上 各 点 速度 在 该 瞬时 一 定 都 相等 。 

(2) 其 上 各 点 加 速度 在 该 瞬时 一 定 都 相等 。 

9-5 {ЕЁ 9—39 所 示 瞬 时 ,已 知 О,А /0,B, fl w 与 wz ,ai 与 а, 是 否 相等 ? 


图 9-39 


9-6 如 图 9-40 所 示 , 车 轮 沿 曲面 滚动 。 已 知 轮 心 O 丁 某 一 瞬时 的 速度 和 加 速度 
ao 。 问 车 轮 的 角 加 速度 是 否 等 于 aocosB/R? WERO С 的 加 速度 大 小 和 方向 如 何 确定 ? 
9-7 试 证 : 当 w=0 时 ,平面 图 形 上 两 点 的 加 速度 在 此 两 点 连 线 上 的 投影 相等 。 
`9-8 如 图 9 一 41 所 示 各 平面 图 形 均 作 平面 运动 , 问 图 示 各 种 运动 状态 是 否 可 能 ? 
图 a 中 ,a Sa, іт, Н а, = - ago 
图 b 中 ,an 与 as 都 与 A,B 连 线 垂直 ,上 且 a ,as 反 向 。 
图 c 中 ,as 沿 AB 连 线 ,as 与 AB REH, 


ала s —  . ................. ua 


сауа 
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图 d 中 ,a ,as 都 沿 4,B 连 线 , 且 а, >а, 

图 e 中 ,as ,as 都 沿 A,B Ж,Н a, > apo 

图 f 中 ,as 沿 A,B 连 线 方向 。 

图 g 中 ,a ,as 都 与 AC 连 线 垂直 , 目 а >а, 

图 h 中 ,AB| AC,as ЖАВ 线 ,as ЖЕ АВ 线 上 的 投影 与 ca 
相等 。 

图 i 中 ,as 与 as 平行 且 相 等 , 即 a, = ap。 

图 中 ,a ,as 都 与 AB É, Ho, ,os 在 4B 连 线 上 的 投 
影 相等 。 图 9 一 40 

A kF, о, 与 os 平行 且 相 等 ,a SAB 垂直 ,a。 Sv, Ж. 


FA 9 — 41 
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图 1 中 ,矢量 陀 与 A 方 在 4B 线 上 的 投影 相等 , BCH AB 线 上 。a = vy = BC, a, = v = 
AD. 

"9-9 图 9-42 所 示 各 平面 机 构 中 ,各 部 分 尺寸 及 图 示 有 瞬时 的 位 置 已 知 。 凡 图 上 标 出 的 
角速度 或 速度 皆 为 已 知 , 且 皆 为 常量 。 和 欲求 出 各 图 中 点 C 的 速度 和 加 速度 ,你 将 采用 什么 方 
法 ? 说 出 解 题 的 步骤 及 所 用 公式 。 


(с) 


9—42 


"9-10 ЖАВ 作 平 面 运动 ,图 示 瞬 时 А,В 两 点 速度 w , ws 的 大 小 .方向 均 为 已 知 ,C,D 
两 点 分 别 是 os , vs 的 矢 端 ,如 图 9 一 43 所 示 。 试 间 C 
(1) # AB 上 各 点 速度 矢 的 端点 是 否 都 在 直线 CD 
上 ? v, D 
(2) 对 杆 AB 上 任意 一 点 EE, 设 其 速度 和 撩 端 为 H, WA 
A HETTAR? A £ B 
(3) 设 杆 AB 为 无 限 长 , 它 与 CD 的 延长 线 交 于 点 P。 
试 判断 下 述说 法 是 否 正确 。 图 9 一 43 
A. RPHRNREAS, 
В. 点 P 的 瞬时 速度 必 不 为 零 ,其 速度 矢 端 必 在 直线 AB 上 。 
C. 点 忆 的 瞬时 速度 必 不 为 零 ,其 速度 矢 端 必 在 CD 的 延长 线 上 。 


J = 
9-1 椭圆 规 尺 AB 由 曲柄 O C 带动 ,曲柄 以 角速度 wo ЖО 轴 匀 速 转动 ,如 图 所 示 。 
如 OC= BC= AC= r,3 IR C 为 基点 , 求 椭圆 规 尺 AB 的 平面 运动 方程 。 
9-2 如 图 所 示 , 圆 柱 A 缠 以 细 绳 , 绳 的 B 端 固定 在 天 花 板 上 。 圆 柱 自 静止 落下 ,其 轴 
心 的 速度 为 = 24 38h ,其 中 g 为 常量 ,为 圆柱 轴 心 到 初始 位 置 的 距离 。 如 圆柱 半径 为 


~, 求 圆柱 的 平面 运动 方程 。 f 

9-3 半径 为 -的 齿轮 由 曲柄 OA 带动 , 沿 半径 为 R 的 固定 齿轮 滚动 ,如 图 所 示 。 如 曲 
柄 OA 以 等 角 加 速度 绕 O 轴 转 动 , 当 运动 开始 时 ,角速度 wo = 0, 转 角 9 二 0。 求 动 齿轮 以 
中 心 A 为 基点 的 平面 运动 方程 。 | 
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题 9-3 图 题 9-4 图 


9-4 FABIA 端 沿 水 平 线 以 等 速 v 运动 ,运动 时 杆 恒 与 一 半圆 周 相 切 ,半圆 周 的 半 
BAR ,如 图 所 示 。 如 杆 与 水 平 线 间 的 交角 为 9, 试 以 角 9 表示 杆 的 角速度 。 

9-5 如 图 所 示 , 在 夭 动 机 构 中 ,第 子 的 摆动 是 由 曲柄 连 杆 机 构 所 带动 。 已 知 曲 柄 OA 
的 转速 no4 =40 r/min, OA =0.3 m。 当 筛子 BC 运动 到 与 点 O 在 同一 水 平 线 上 时 ,人 BAO = 
90"。 求 此 瞬时 第 子 BC 的 速度 。 


ee 
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9-6 四 连 杆 机 构 中 , 连 杆 AB 上 固 连 一 块 三 角 板 4BD ,如 图 所 示 。 机 构 由 曲柄 O, A 
带动 。 已 知 :曲柄 的 角速度 wo a =2 rad/s; 9 O, A =0.1 т, КЕ О, O, =0.05 m, AD 
=0.05 т; 44 O,AL0O,O, 时 ,4B 平行 于 0,0, , 且 AD БАО, 在 同一 直线 上 ; 角 p=30"。 
求 三 角 板 ABD 的 角速度 和 点 DD 的 速度 。 

9-7 图 示 双 曲柄 连 杆 机 构 的 滑 块 B ME НЕВЕ BH, ESHA OA AMA 
OD #88 O 轴 转 动 。 主 动 曲柄 OA 以 等 角速度 wo = 12 rad/s 转动 。 已 知 机 构 的 尺寸 为 : OA 
=0.1 m, OD =0.12 m,AB=0.26 m, BE =0.12 m, DE=0.12¥3 m, R 4 BH 38 OA Ж Ë + 
滑 块 的 导轨 方向 时 ,从 动 曲 柄 OD 和 连 杆 DE 的 角速度 。 


题 9-7 图 题 9-8 图 


9-8 图 示 机 构 中 ,已 知 :O4 =0.1 m,BD=0.1 m,DE=0.1 m, EF =0.1./5 m; й 
OA 的 角速度 w= 4 radjs。 在 图 示 位 置 时 ,曲柄 OA 与 水 平 线 OB 垂直 ; 且 B,D 和 下 在 同一 
HAE, DE 垂直 于 EF。 求 杆 EF 的 角速度 和 点 下 的 速度 。 

9-9 图 示 配 汽机 构 中 ,曲柄 ОА 的 角速度 w=20 rad/s, 为 常量 。 已 知 OA =0.4 m, AC 
= BC=0.2 V37 m。 求 当 曲柄 OA 在 两 铝 直线 位 置 和 两 水 平 位 置 时 , 配 汽 机 构 中 气 韶 推 杆 
DE 的 速度 。 
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9-10 在 瓦特 行星 传动 机 构 中 ,平衡 杆 O, A BO, 轴 转 动 ,并 借 连 杆 AB 带动 曲柄 
OB; 而 曲柄 OB 活动 地 装置 在 O 轴 上 ,如 图 所 示 。 在 O 轴 上 装 有 齿轮 工 , 齿 轮 开 与 连 杆 AB 
固 连 于 一 体 。 已 知 : =r, =0.3V3 m,O,A=0.75 m,AB =1.5 m; 又 平衡 杆 的 角速度 w=6 
rad/s。 求 当 y=60" 且 8=90" 时 ,曲柄 OB 和 齿轮 I HARE. 

9-11 使 砂轮 高 速 转动 的 装置 如 图 所 示 。 杆 O, О, 绕 O, 轴 转 动 ,转速 为 x,。0O， 处 
用 铵 链 连接 一 半径 为 r, 的 活动 齿轮 H , 杆 O, O, 转动 时 轮 卫 在 半径 为 x; 的 固定 内 齿轮 上 滚 


ry _ 


动 ,并 使 半径 为 r, OHI O, 轴 转 动 。 轮 I 上 装 有 砂轮 ,随同 轮 [高 速 转 动 。 已 т^ 
11,n4 = 900 r/min, 求 砂轮 的 转速 。 


题 9~11 图 


`9-12 图 示 小 型 精 压 机 的 传动 机 构 , OA = O, B= г=0.1 m, EB= BD= AD=1=0.4 m, 
在 图 示 瞬 时 ,OA | AD,O,BLED,O,D 在 水 平 位 置 ,OD 和 EF 在 铅 直 位 置 。 已 知 曲柄 OA 
的 转速 n=120 r/min, RIMES F HEE., 
9-13 图 示 燕 汽机 传动 机 构 中 ,已 知 :活塞 的 速度 为 wo ОА =a, OA = a,, CB, = 
bi, CB, = b, ;齿轮 半径 分 别 为 r, 和 r, АЖ а, Б.ғ, 5а, ғо 4FF EC 水 平 , 杆 B, B, @ 
H,A,,A, 和 O,,O, 都 在 同一 条 铅 直线 上 时 , 求 齿轮 O, 的 角速度 。 
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9-14 齿轮 工 在 齿轮 开 内 滚动 ,其 半径 分 别 为 Е =2r. HN OO, @ O 轴 以 等 角 
速度 wo 转动 ,并 带动 行星 齿轮 I 。 求 该 瞬时 轮 I 上 瞬时 速度 中 心 C 的 加 速度 。 

9-15 半径 为 R 的 轮子 沿 水 平面 滚动 而 不 滑动 ,如 图 所 示 。 在 轮 上 有 圆柱 部 分 ,其 半 
径 为 r。 将 线 绕 于 圆柱 上 , 线 的 B 端 以 速度 o 和 加 速度 a 沿 水 平方 向 运动 。 求 轮 的 轴 心 O 
的 速度 和 加 速度 。 


题 9-15 图 题 9-16 图 


9-16 曲柄 OA 以 恒定 的 角速度 w = 2 rad/s 绕 轴 O 转动 ,并 借助 连 杆 AB 驱动 半径 为 
r 的 轮子 在 半径 为 R 的 圆 弧 槽 中 作 无 滑动 的 滚动 。 设 OA = AB = R = 2r = 1 m, Ë ЖБИ 
点 日 和 点 C 的 速度 与 加 速度 。 f 

9-17 在 曲柄 齿轮 椭圆 规 中 ,齿轮 A 和 曲柄 O, A 固 结 为 一 体 ,齿轮 C 和 齿轮 A 半径 
Ar 并 互相 哨 合 ,如 图 所 示 。 图 中 AB = O,0,,O,A= O,B=0.4 m, O, A 以 恒定 的 角 束 
BE o 绕 轴 O, 转动 ,w=0.2 rad/s. M WHC 上 一 点 ,CM =0.1 m. EEREN, СМ WHE, 
求 此 时 M 点 的 速度 和 加 速度 。 


题 9-17 图 Eš 9 — 18 р 


9-18 在 图 示 曲 柄 连 杆 机 构 中 ,曲柄 OA 绕 O 轴 转 动 , 其 角速度 为 wo , 角 加 速度 为 a 。 
在 某 瞬 时 曲柄 与 水 平 线 间 成 60" 角 ,而 连 杆 AB 与 曲柄 OA BA. MAR В 在 圆 形 槽 内 清 动 ,此 
时 半径 O, B 与 连 杆 AB 间 成 30" 角 。 如 OA = r, AB=2/3r,O, B =27, 求 在 该 瞬时 , 滑 块 В 
的 切 向 和 法 向 加 速度 。 

9-19 在 图 示 机 构 中 ,曲柄 OA Ку, O 轴 以 等 角速度 wo 转动 , АВ = 6r,BC = 
3V3r。 求 图 示 位 置 时 , 滑 块 C 的 速度 和 加 速度 。 
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题 9-19 图 题 9-20 图 


9-20 ”图 示 塔 轮 1 半径 为 -=0.1m 和 尺 =0.2 m, 绕 轴 О 转动 的 规律 是 
ф= 1° —3t rad, 并 通过 不 可 伸 长 的 绳子 卷 动 动 滑轮 2, 滑 轮 2 的 半径 为 r, = 0.15 m。 设 绳子 
与 各 轮 之 间 无 相对 滑动 , 求 *=1s 时 , 轮 2 的 角速度 和 角 加 速度 ;并 求 该 瞬时 水 平 直径 上 С, 
DD,E 各 点 的 速度 和 加 速度 。 

9-21 为 加 快 电缆 释 放 速 度 , 装 有 电缆 卷轴 的 拖车 以 加 速度 0.9 m/s 从 静止 开始 运 
动 。 与 此 同时 , 另 一 卡车 以 加 速度 0.6 m/s 水 平地 拉 着 电缆 自由 端 向 相反 方向 运动 ,如 图 所 
示 。 求 当 运 动 刚 开始 时 以 及 运动 开始 后 1 s 时 ,卷轴 水 平 直径 上 点 A 的 全 加 速度 。 


#19-21 图 7859-22 ËI 


9-22 图 示 直 角 刚 性 杆 ,AC = CB=0.5 m, HERRAR ИН ЖШ ЖЕ БЕШ 
的 加 速度 如 图 ,大 小 分 别 为 ae =1 m/s ,an =3 m/s 。 求 这 时 直角 杆 的 角速度 和 角 加 速度 。 

“9-23 图 示 曲 柄 连 杆 机 构 带 动 播 杆 O, C 0, 轴 摆 动 。 在 连 杆 AB 上 装 有 两 个 滑 块 ， 
滑 块 B 在 水 平 槽 内 滑动 ,而 滑 块 D 则 在 播 杆 O, C 的 槽 内 滑动 。 已 知 :曲柄 长 OA = 50 mm, 
绕 O 轴 转 动 的 匀 角 速度 w = 10 rad/s。 在 图 示 位 置 时 ,曲柄 与 水 平 线 间 成 90* 角 , Z OAB = 
60 , 播 杆 与 水 平 线 间 成 60" 角 EBR O, D = 70 mm。 求 播 杆 的 角速度 和 角 加 速度 。 
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题 9-23 图 #19-24 图 


9-24 如 图 所 示 , 轮 O 在 水 平面 上 滚动 而 不 滑动 , 轮 心 以 匀速 wo =0.2 m/s 运动 。 轮 缘 
上 固 连 销 钉 B ,此 销 钉 在 播 杆 O, A 的 槽 内 滑动 ,并 带动 播 杆 绕 O, 轴 转 动 。 已 知 : 轮 的 半径 
R =0.5 m, 在 图 示 位 置 时 ,AO, 是 轮 的 切线 , 摇 杆 与 水 平面 间 的 交角 为 60'。 求 摇 杆 在 该 瞬 
时 的 角速度 和 角 加 速度 。 

9-25 平面 机 构 的 曲柄 OA 长 为 27 ,以 匀 角 速度 wo # O 轴 转 动 。 在 图 示 位 置 时 , АВ 
= BO ,ə: Г OAD = 90"。 求 此 时 套 简 D 相对 于 杆 BC 的 速度 和 加 速度 。 


A 9-25 图 89-26 8 

9-26 ЭЕ ЕНИ ЕВН ЕЕ Е ЌЕ ТИ, MER. HBA R HERR 
过 时 将 压 下 减速 顶 的 顶 帽 AB 而 消耗 能 量 ,降低 速度 。 如 轮 心 的 速度 为 o ,加 速度 为 a, RR 
AB 下 降 速 度 、 加 速度 和 减速 顶 对 于 轮子 的 相对 滑动 速度 与 角 0 的 关系 ( 设 轮 与 轨道 之 间 无 
相对 滑动 )。 

`9-27 已 知 图 示 机 构 中 滑 块 A 的 速度 为 常 值 ,vw。 =0.2 m/s, AB =0.4 m, #24 AC = 
CB ,0=30" 时 杆 CD 的 速度 和 加 速度 。 

9-28 轻型 杠杆 式 推 钢 机 ,曲柄 OA 借 连 杆 AB #510, В 80, 轴 摆 动 , 杆 EC 以 
铵 链 与 滑 块 C 相连 , 滑 块 C 可 沿 杆 O, B 滑动 ; 揪 杆 摆动 时 带动 杆 ЕС 推动 钢材 ,如 图 所 示 。 


已 知 OA = r,AB=/3r,O,B= 21(7=0.2 m,/=1m), woa =+ rad/s, aoa =0。 在 图 示 位 
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置 时 , BC= 41. Ж: 
(1) Ж Ж С 的 绝对 速度 和 相对 于 播 杆 O 忆 的 速度 ; 
(2) 滑 块 C 的 绝对 加 速度 和 相对 于 摇 杆 O,B 的 加 速度 。 


题 9-27 图 题 9-28 图 


9-29 图 示 平 面 机 构 中 , 杆 AB 以 不 变 的 速度 v 沿 水 平方 向 运动 , 套 简 B УАВ 的 端 
AE, FEE O 辅 转动 的 杆 OC 上 ,可 沿 该 杆 滑动 。 已 知 АВ 和 OE 两 平行 线 间 的 垂直 
距离 为 6。 求 在 图 示 位 置 (y=60',8=30°,OD= BD) 时 , 杆 OC 的 角速度 和 角 加 速度 OER E 
的 速度 和 加 速度 。 


题 9-29 图 


9-30 图 中 滑 块 A, B,C 以 连 杆 AB、AC HË. BRB, Wauki ikisi 
度 恒 为 s=1.6 m/so RY += 50 mm HH В 的 速度 和 加 速度 。 

`9-31 图 示 行星 齿轮 传动 机 构 中 ,曲柄 OA 以 匀 角 速度 wo 绕 O 轴 转 动 ， ТҮГҮ 国 
结 在 一 起 的 杆 BD 运动 。 杆 BE 与 BD 在 点 B HE, AF BE 在 运动 时 始终 通过 固定 匀 支 
的 套 简 C。 如 定 齿 轮 的 半径 为 2r , 动 齿轮 半径 为 r, 上 且 AB =V5y。 图 示 几 时 ,曲柄 OA ЖШ 
直 位 置 , BDA 在 水 平 位 置 , 杆 BE 与 水 平 线 间 成 角 p= 45"。 求 此 时 杆 BE 上 与 C 相 重合 一 点 
的 速度 和 加 速度 。 
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题 9-31 图 


“9-32 在 图 示 摆 动 汽缸 式 蒸汽 机 中 ,曲柄 OA =0.12 m, 绕 O 轴 匀 速 转动 ,其 角速度 为 
ш = 5 rad/so US О, 轴 摆 动 , 连 杆 AB 端 部 的 活塞 В 在 汽 负 内 滑动 。 已 知 :距离 OO, = 
0.6 m, 连 杆 AB=0.6 m。 求 当 曲 柄 在 ф= 0",4$",90" 三 个 位 置 时 活塞 的 速度 。 


题 9- 32 图 


“9-33 ВАХИ ТІП о, 和 vw, 沿 箭头 方向 运动 ,其 位 移 分 别 以 
z Ay RR. MHI SHOP KOH а, RHI HEANOR. 

“9-34 半径 R= 0.2 m 的 两 个 相同 的 大 圆 环 沿 地 面向 相反 方向 无 滑动 地 滚动 , 环 心 的 
速度 为 常数 ;oa =0.1 m/s, vs =0.4 m/s „ % МАВ = 30" 时 , 求 套 在 这 两 个 大 圆 环 上 的 小 贺 
M. M 相对 于 每 个 大 圆 环 的 速度 和 加 速度 ,以 及 小 圆 环 M 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 。 

“9-35 图 示 四 种 人 刨床 机 构 ,已 知 曲柄 O, A= ,以 匀 角 速度 w 转动 ,5= 4r。 求 在 图 示 位 
置 时 , 滑 枕 CD 平移 的 速度 。 
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题 9-35 图 


“9-36 求 上 题 各 图 中 滑 枕 CD 平移 的 加 速度 。 
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动力 学 研究 物体 的 机 械 运 动 与 作用 力 之 间 的 关系 。 

在 静 力学 中 ,我 们 分 析 了 作用 于 物体 的 力 ,并 研究 了 物体 在 力 系 作用 下 的 平 
衡 问题 。 在 运动 学 中 ,我 们 仅 从 几何 方面 分 析 了 物体 的 运动 ,而 不 涉及 作用 力 。 
动力 学 则 对 物体 的 机 械 运动 进行 全 面 的 分 析 , 研 究 作 用 于 物体 的 力 与 物体 运动 
之 间 的 关系 ,建立 物体 机 械 运动 的 普遍 规律 。 

动力 学 的 形成 和 发 展 是 与 生产 的 发 展 密切 联系 的 。 特 别 是 在 现代 工业 和 科 
学 技术 迅速 发 展 的 今天 ,对 动力 学 提出 了 更 加 复杂 的 课题 ,例如 高 速 运转 机 械 的 
动力 计算 高层 结构 受 风 载 及 地 震 的 影响 、 宇 宙 飞 行 及 火箭 推进 技术 ,以 及 机 器 
人 的 动态 特性 等 ,都 需要 应 用 动力 学 的 理论 。 

动力 学 中 物体 的 抽象 模型 有 质点 和 质点 系 。 质 点 是 具有 一 定 质 量 而 几何 形 
状 和 尺寸 大 小 可 以 忽略 不 计 的 物体 。 例 如 ,在 研究 人 造 地 球 卫星 的 轨道 时 ,卫星 
的 形状 和 大 小 对 所 研究 的 问题 没有 什么 影响 ,可 将 卫星 抽象 为 一 个 质量 集中 在 
质心 的 质点 。 刚 体 作 平移 时 , 因 刚 体内 各 点 的 运动 情况 完全 相同 ,也 可 以 不 考虑 
这 个 刚体 的 形状 和 大 小 ,而 将 它 抽象 为 一 个 质点 来 研究 。 

如 果 物 体 的 形状 和 大 小 在 所 研究 的 问题 中 不 可 忽略 , 则 物体 应 抽象 为 质点 
系 。 所 谓 质点 系 是 由 儿 个 或 无 限 个 相互 有 联系 的 质点 所 组 成 的 系统 。 我 们 常见 
的 固体 流体、 由 几 个 物体 组 成 的 机 构 , 以 及 太阳 系 等 等 都 是 质点 系 。 刚 体 是 质 
把 系 的 一 种 特殊 情形 ,其 中 任意 两 个 质点 间 的 距离 保持 不 变 ,也 称 为 不 变 的 质点 
系 。 

动力 学 可 分 为 质点 动力 学 和 质点 花 动 力学 ,而 前 者 是 后 者 的 基础 。 
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质点 是 物体 最 简单 .最 基本 的 模型 ,是 构成 复杂 物体 系统 的 基础 。 质 点 动力 
学 基本 方程 给 出 了 质点 受 力 与 其 运动 变化 之 间 的 联系 。 

本 章 根据 动力 学 基本 定律 得 出 质点 动力 学 的 基本 方程 ,运用 微 积分 方法 , 求 
解 一 个 质点 的 动力 学 问题 。 


§10-1 动力 学 的 基本 定律 


质点 动力 学 的 基础 是 三 个 基本 定律 ,这些 定律 是 牛顿 (公元 1642 年 一 1727 
年 ) 在 总 结 前 人 、 特 别 是 伽利略 研究 成 果 的 基础 上 提出 来 的 , 称 为 牛顿 三 定律 。 

第 一 定律 (惯性 定律 ) 

不 受 力作 用 的 质点 ,将 保持 静止 或 作 匀 速 直线 运动 。 不 受 力 作用 的 质点 ( 包 
括 受 平衡 力 系 作 用 的 质点 ) ,不 是 处 于 静止 状态 ,就 是 保持 其 原 有 的 速度 (包括 大 
小 和 方向 ) 不 变 , 这 种 性 质 称 为 惯性 。 

第 二 定律 ( 力 与 加 速度 之 间 的 关系 的 定律 ) 

第 二 定律 可 以 表示 为 


S (mə)= F (10-1) 


EX? m 为 质点 的 质量 ,w 为 质点 的 速度 ,而 下 为 质点 所 受 的 力 。 在 经 典 力 学 
范围 内 ， 质点 的 质量 是 守恒 的 ， 上 式 可 写 为 

та = Е (10-2) 
即 :质点 的 质量 与 己 加 速度 的 乘积 ,等 于 作用 于 质点 的 力 的 大 小 ， 加 速度 的 方向 与 
力 的 方向 相同 。 

式 (10 -2) 是 第 二 定律 的 数学 表达 式 , 它 是 质点 动力 学 的 基本 方程 ,建立 了 
质点 的 加 速度 .质量 与 作用 力 之 间 的 定量 关系 。 当 质点 上 受到 多 个 力作 用 时 , 式 
(10 -2) 中 的 下 应 为 此 汇 交 力 系 的 合力 。 

式 (10- 2) 表明 ,质点 的 质量 越 大 ,其 运动 状态 越 不 容易 改变 ,也 就 是 质点 的 
惯性 越 大。 因此 ,质量 是 质点 惯性 的 度量 。 . 

在 地 球 表面 ,任何 物体 都 受到 重力 P 的 作用 。 在 重力 作用 下 得 到 的 加 速度 
称 为 重力 加 速度 ,用 g 表示 。 根 据 第 二 定律 有 


P=mg 或 m= 


P 
g 
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根据 国际 计量 委员 会 规定 的 标准 ,重力 加 速度 的 数值 为 9.806 65 m/s ,一 
般 取 9.80 m/s 。 实 际 上 在 不 同 的 地 区 ,g 的 数值 有 些微 小 的 差别 。 

在 国际 单位 制 (SI) 中, 长度、 质量 和 时 间 的 单位 是 基本 单位 ,分 别 取 为 m 
(Ж) .kg( 千 克 ) 和 s( 秒 ); 力 的 单位 是 导出 单位 。 质 量 为 1 kg 的 质点 ,获得 
1 m/s 的 加 速度 时 ,作用 于 该 质点 的 力 为 1 N( 单 位 名称 : 牛 [ 顿 ]) , 即 

1 N=1 kgx 1 m/s 

在 精密 仪器 工业 中 ,也 用 厘米 克 秒 制 (CGS)。 在 厘米 克 秒 制 中 ,长 度 、 质 量 
和 时 间 是 基本 单位 ,分别 取 为 cm( 厘 米 )、g( 克 ) 和 s( 秒 ); 力 是 导出 单位 。1 g 质 
量 的 质点 ,获得 的 加 速度 为 1 cm/s’ 时 ,作用 于 质点 的 力 为 1 dyn( 达 因 ), 即 . 

1 dyn=1 gxi cm/s’ 

牛顿 和 达 因 的 换算 关系 为 

1 N=10° dyn 

第 三 定律 (作用 与 反作用 定律 ) 

两 个 物体 间 的 作用 力 与 反作用 力 总 是 大 小 相等 ,方向 相反 , 沿 着 同一 直线 ， 
且 同 时 分 别 作用 在 这 两 个 物体 上 。 这 一 定律 就 是 静 力 学 的 公理 四 , 它 不 仅 适 用 
于 平衡 的 物体 ,而 且 也 适用 于 任何 运动 的 物体 。 

质点 动力 学 的 三 个 基本 定律 是 在 观察 天 体 运 动 和 生产 实践 中 的 一 般 机 械 运 
动 的 基础 上 总 结 出 来 的 ,因此 只 在 一 定 范围 内 适用 。 三 个 定律 适用 的 参考 系 称 
为 惯性 参考 系 。 在 一 般 的 工程 问题 中 ,把 固定 于 地 面 的 坐标 系 或 相对 于 地 面 作 
匀速 直线 平移 的 坐标 系 作为 惯性 参考 系 , 可 以 得 到 相当 精确 的 结果 。 在 研究 人 
造 卫星 的 轨道 .洲际 导弹 的 弹道 等 问题 时 ,地 球 自 转 的 影响 不 可 忽略 , 则 应 选取 
以 地 心 为 原点 ,三 轴 指 向 三 个 恒星 的 坐标 系 作为 惯性 参考 系 。 在 研究 天 体 的 运 
动 时 ,地 心 运动 的 影响 也 不 可 忽略 ,又 需 取 太 阳 为 中 心 , 三 轴 指 向 三 个 恒星 的 坐 
标 系 作为 惯性 参考 系 。 在 本 书 中 ,如 无 特别 说 明 , 我 们 均 取 固定 在 地 球 表面 的 从 
标 系 为 惯性 参考 系 。 . 

以 牛顿 三 定律 为 基础 的 力学 , 称 为 古典 力学 (又 称 经 典 力学 )。 在 古典 力学 
范畴 内 ,认为 质量 是 不 变 的 量 ,空间 和 时 间 是 “绝对 的 ”, 与 物体 的 运动 无 关 。 近 
代 物 理 已 经 证 明 ,质量 .时 间 和 空间 都 与 物体 运动 的 速度 有 关 , 但 当 物 体 的 运动 
速度 远 小 于 光速 时 ,物体 的 运动 对 于 质量 .时 间 和 空间 的 影响 是 微不足道 的 ,对 
于 一 般 工 程 中 的 机 械 运 动 问题 ,应 用 古典 力学 都 可 得 到 足够 精确 的 结果 。 
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质点 受到 n PIF Foo, F, 作用 时 ,由 质点 动力 学 第 二 定律 ,有 


- panam anna ыл sean: ee 


236 第 十 章 ”质点 动力 学 的 基本 方程 


ma = s Е, (10-3) 

或 
= 之 F, (10 - 3)’ 
x£(10 - 3)’ кши IE, 在 计算 实际 问题 时 , 需 应 用 它 的 投影 形 


式 。 
1. 质点 运动 微分 方程 在 直角 坐标 轴 上 投影 
设 矢 径 r 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 xz,y,z, 力 Е, 在 轴 上 的 投影 分 别 
AF» Fy Fa , 则 式 (10-3) 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 形式 为 
"т = DR, m S= > Fom $= УЕ, (10-4) 
2. 质点 运动 微分 方程 在 自然 轴 上 投影 
由 点 的 运动 学 知 ,点 的 全 加 速度 а 在 切线 与 主 法 线 构 成 的 密切 面 内 ,点 的 
加 速度 在 副 法 线 上 的 投影 等 于 零 Вр 
a=a,r+a,n, a, = 0 
式 中 * 和 为 沿 轨迹 切线 和 主 法 线 的 单位 矢量 ,如 图 10 -1 所 示 。 式 (10-3) 在 
自然 轴 系 上 的 投影 式 为 
= >F, m 2 > F,, ,0= > ЕЁ; 
(10-5) 
AP Fu ,Fu 和 Fi 分 别 是 作用 于 质点 的 各 力 在 切 
Җ . 主 法 线 和 副 法 线 上 的 投影 ,而 p 为 轨迹 的 曲率 
式 (10-4) 和 (10-5S) 是 两 种 常用 的 质点 运动 
微分 方程 。 
式 (10 3) 为 一 矢量 等 式 ,可 向 任 一 轴 投 影 , 得 到 相应 的 投影 形式 ， 如 疝 极 坐 
标 系 的 径 向 投影 或 周 向 投影 等 。 
3. 质点 动力 学 的 两 类 基本 问题 
质点 动力 学 的 问题 可 分 为 两 类 :一 是 已 知 质点 的 运动 , 求 作用 于 质点 的 力 ; 
二 是 已 知 作用 于 质点 的 力 , 求 质点 的 运动 。 称 为 质点 动力 学 的 两 类 基本 问题 。 
第 一 类 基本 问题 比较 简单 ,例如 已 知 质点 的 运动 方程 ,只 需求 两 次 导数 得 到 质点 
的 加 速度 ,代入 质点 的 运动 微分 方程 中 , 即 可 求解 。 第 二 类 基本 问题 ,从 数学 的 
角度 看 ,是 解 微分 方程 或 求 积分 的 问题 ,对 此 ， 需 灾 作用 力 的 函数 规律 进行 积分 ， 
并 根据 具体 问题 的 运动 条 件 确定 积分 常数 。 


图 10- 1 


——— > 
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例 10-1 曲柄 连 杆 机 构 如 图 10- 2a 所 示 。 曲 柄 OA 以 匀 角 速度 o 转动 ,OA = r, AB 
=1,4A=r/l 比较 小 时 ,以 O 为 坐标 原点 , 滑 块 B 的 运动 方程 可 近似 写 为 


图 10-2 


x=l (1-42) +» СТЕУ 


WE SRA ER m, ДИИ АВ 的 质量 , 试 求 当 o= or=0 ALS BS Ж AB 所 受 的 


力 。 
解 : 以 滑 块 B 为 研究 对 象 , 当 o= wt 时 , 受 力 如 图 10 - 2b。 由 于 不 计 连 杆 质量 , 连 杆 
应 受 平衡 力 系 作用 ,AB 为 二 力 杆 , 它 对 滑 块 B 的 力 下 沿 AB 方向 。 写 出 滑 块 沿 + 轴 的 运动 
微分 方程 
ma, = — Fcos 8 
由 题 设 的 运动 方程 ,可 以 求 得 
а, — го? (cos wt + Acos 202) 


ot = 0 В, а, = – rw (1+2), В В= 0,18 
F=mrw’(1+A) 
АВ 杆 受 拉力 。 


wt = Sit, a, = rw A, ii cos B= / Ë р, 


mre A=-F SP р 
得 

F= -mols Ë 2 
АВ 杆 受 压力 。 

上 例 属于 动力 学 第 一 类 基本 问题 。 

例 10-2 质量 为 m 的 质点 带 有 电荷 ,以 速度 w。 进 和 强度 按 E = A cos MELA 
电场 中 ,初速 度 方向 与 电场 强度 垂直 ,如 图 10 - 3 所 示 。 质点 在 电场 中 受 力 下 = - eE 作用 。 
已 知 常数 A ,, 忽 略 质点 的 重力 , 试 求 质点 的 运动 轨迹 。 

М: 取 质 点 的 初始 位 置 O 为 坐标 原点 , 取 x,y 轴 如 图 10-3 所 示 ,而 = 轴 与 x,y MH 
直 。 因 为 力 和 初速 度 在 = 轴 上 的 投影 均等 于 零 ,质点 的 轨迹 必定 在 Ory 平面 内 。 写 出 质点 


ee 
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图 10-3 
运动 微分 方程 在 x 轴 和 y 轴 上 的 投影 式 
m 和 os (a) 


按 题 意 ,:=0 时 ,w = vo ,v, =0, 以 此 为 下 限 , 式 (a) 的 定 积分 为 


о, = 92-0 Зу AS kt (b) 
t > t mk 


以 上 两 式 以 上 =0 时 z=y=0 为 下 限 , 做 定 积分 


z Е t y _ _ eA б 
f ах = f, vodt, f dy = mk | sin ktdt 
得 质点 运动 方程 
eA 
T= vot, y= —су(соз kt — 1) (c) 


从 以 上 两 式 中 消去 时 间 1 ,得 轨迹 方程 


y= y | о» (-*)-1] 

轨迹 为 余弦 曲线 ,如 图 10-3 所 示 。 

如 果 质 点 的 初始 速度 为 w = 0, 则 此 质点 的 运动 方程 式 (c) 应 改 为 x =0, 而 y 式 不 变 , 这 
是 一 个 直线 运动 。 TL ,在 同样 的 运动 微分 方程 之 下 ,不 同 的 运动 初始 条 件 将 产生 完全 不 同 
的 运动 。 . 

上 例 为 质点 动力 学 的 第 二 类 基本 问题 。 求解 过 程 一 般 需 要 积分 ,还 要 分 析 
题 意 ,合理 应 用 运动 初始 条 件 确定 积分 常数 ,使 问题 得 到 确定 的 解 。 当 质 点 受 力 
复杂 ,特别 是 几 个 质点 相互 作用 时 ,质点 的 运动 微分 方程 难以 积分 求 得 解析 解 。 
使 用 计算 机 ,选用 适当 的 计算 程序 ,逐步 积分 ,可 求 其 数值 近似 解 。 

有 的 工程 问题 既 需 要 求 质点 的 运动 规律 ,又 需要 求 未 知 的 约束 力 ,是 第 一 类 
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基本 问题 与 第 二 类 基本 问题 综合 在 一 起 的 动力 学 问题 , 称 为 混合 问题 。 下 面 举 
例 说 明 这 类 问题 求解 的 方法 。 

例 10-3 一 圆锥 摆 ,如 图 10-4 所 示 。 质 量 m =0.1 kg 的 小 球 系 于 长 !=0.3 m HK 
上 , 强 的 另 一 端 系 在 固定 点 O ,并 与 铅 直线 成 = 60° f8 , ЛЕЖЕ ШИЕ ЖА 
动 , 求 小 球 的 速度 v 与 绳 的 张力 F 的 大 小 。 

BR: 以 小 球 为 研究 的 质点 ,作用 于 质点 的 力 有 重力 mg 和 
强 的 拉力 F。 选 取 在 自然 轴 上 投影 的 运动 微分 方程 ,得 


2 
m = Pein 0,0 = Fcos 0- mg 


Al p= lsin 9, 于 是 解 得 


F = g _ 0.1 kgx 9.8 m/s 
cos 0 + 


i 1.96 NX 0.3 mx 
vsaj тё - |: 0.1 kg (2) =2.1 m/s 

绳 的 张力 与 拉力 F 的 大 小 相等 。 

此 例 表 明 : 对 某 些 混合 问题 ,向 自然 轴 系 投影 ,可 
使 动力 学 两 类 基本 问题 分 开 求解 。 

例 10-4 粉碎 机 滚 简 半 径 为 R , 绕 通 过 中 心 的 水 平 轴 勾 速 转动 , 简 内 铁 球 由 简 壁 上 的 
凸 楼 带 着 上 升 。 为 了 使 铁 球 获得 粉碎 矿石 的 能 量 , 铁 球 应 在 9= b 时 (如 图 10 - 5) 才 掉 下 
来 。 求 滚 简 每 分 钟 的 转 数 п 


=1.96 N, 


"Š 
5 


В 10-4 


Ё 10-5 


解 : 视 铁 球 为 质点 。 质 点 在 上 升 过 程 中 ,受到 重力 mg MERRE HARI F, Yh 
约 东 力 正 的 作用 。 


列 出 质点 运动 微分 方程 在 主 法 线 上 的 投影 式 


m S = Fy + mgeos б 


ree uns -eaan 
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质点 在 未 离开 简 壁 前 的 速度 等 于 简 壁 的 速度 , 即 


于 是 解 得 


1 
30 | R z 
n= ap Lg (Ps + mgess 0) | 


当 0= б, 时 , 铁 球 将 落下 ,这 时 F. =0, 于 是 得 


n=9.5494] É cos [Л 


##К,6, 越 小 ,要 求 п BK. 3 n=9.549,/ ГЕД = 0, 铁 球 就 会 紧 贴 简 壁 转 过 最 高 
点 而 不 脱离 简 壁 落下 ,起 不 到 粉碎 矿石 的 作用 。 


小 结 


1. 牛顿 三 定律 适用 于 惯性 参考 系 。 

质点 具有 惯性 ,以 其 质量 度量 ; 

作用 于 质点 的 力 与 其 加 速度 成 比例 ; 

作用 力 与 反作用 力 等 值 \ 反 向 、 共 线 ,分 别 作 用 于 两 物体 上 。 

2. 质点 动力 学 的 基本 方程 为 ma = OF MARAE. 

3. 质点 动力 学 可 分 为 两 类 基本 问题 : 

(1) 已 知 质点 的 运动 , 求 作用 于 质点 的 力 ; 

(2) 已 知 作用 于 质点 的 力 , 求 质点 的 运动 。 

求解 第 一 类 问题 , 需 先 求 得 质点 的 加 速度 ;求解 第 二 类 问题 ,一般 是 积分 的 
过 程 。 质 点 的 运动 规律 不 仅 决 定 于 作用 力 ,也 与 质点 的 运动 初始 条 件 有 关 。 这 
两 类 的 综合 问题 称 为 混合 问题 。 


а 考 = 
10-1 三 个 质量 相同 的 质点 ,在 某 瞬 时 的 速度 分 别 如 图 10—6 所 示 , 若 对 它们 作用 了 大 
小 \ 方 向 相同 的 力 F, 问 质点 的 运动 情况 是 否 相同 ? 


a ee mee ers ahem ts ete на, 
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10-2 ЩИ 10-7 所 示 , 强 拉力 下 =2 kN, 物 块 卫 重 1 kN, 物 块 I 重 2 kN。 若 滑轮 质量 
不 计 , 间 在 图 中 (a)、(b) 两 种 情况 下 , 重 物 开 的 加 速度 是 否 相同 ” 两 根 绳 中 的 张力 是 否 相 同 ? 

10-3 质点 在 空间 运动 ,已 知 作用 力 。 为 求 质点 的 运动 方程 需要 几 个 运动 初始 条 件 ? 
若 质 点 在 平面 内 运动 呢 ? 若 质点 沿 给 定 的 轨道 运动 呢 ? 

10-4 某 人 用 枪 瞄 准 了 空中 一 悬挂 的 靶 体 。 如 在 子弹 射出 的 同时 靶 体 开始 自由 下 落 ， 
不 计 空 气 阻力 , 问 子 弹 能 否 击 中 靶 体 ? 


习 题 


10-1 一 质量 为 m 的 物体 放 在 匀速 转动 的 水 平 转台 上 , 它 与 转轴 的 距离 为 ~, 如 图 所 
示 。 设 物体 与 转台 表面 的 摩擦 因数 为 f, 求 当 物 体 不 致 因 转台 旋转 而 滑 出 时 ,水 平台 的 最 大 
转速 。 


Z 


题 10-1 图 Ж10-2 


10-2 图 示 A,B 两 物体 的 质量 分 别 为 mi 与 m, ,二 者 间 用 一 绳子 连接 ,此 绳 跨 过 一 滑 
轮 ,滑轮 半径 为 r-。 如 在 开始 时 ,两 物体 的 高 度 差 为 ,而 且 mi > m, ,不 计 滑 轮 质 量 。 求 由 
静止 释放 后 ,两 物体 达到 相同 的 高 度 时 所 需 的 时 间 。 

10-3 半径 为 R 的 偏心 轮 绕 轴 O 〇 以 匀 角 速度 转动 ,推动 导 板 沿 铝 直 轨 道 运 动 ,如 图 
所 示 。 导 板 顶部 放 有 一 质量 为 m 的 物 块 A, 设 偏心 距 OC = ,开始 时 OC 沿 水 平 线 。 求 :(1) 
物 块 对 导 板 的 最 大 压力 ;(2) 使 物 块 不 离开 导 板 的 o 最 大 值 。 

10-4 在 图 示 离 心 浇 注 装 置 中 ,电动 机 带动 支承 轮 А,В 作 同 向 转动 , 管 模 放 在 两 轮 上 
靠 摩擦 传动 而 旋转 。 使 铁水 浇 人 后 均匀 地 紧 贴 管 模 的 内 壁 而 自动 成 型 ,从 而 可 得 到 质量 密实 
的 管 形 铸件 。 如 已 知 管 模 内 径 D = 400 mm, 试 求 管 模 的 最 低 转 速 no 

10-5 为 了 使 列车 对 铁轨 的 压力 垂直 于 路 基 , 在 铁道 寄 曲 部 分 ,外 罗 要 比 内 轨 稍 为 提 
高 。 试 就 以 下 的 数据 求 外 罗 高 于 内 轨 的 高 度 h. PLA 09 KB р = 300 m, 列 车 的 速度 
为 v= 12 m/s, 内 、 外 轨道 间 的 距离 为 b=1.6 m, 

10-6 AREE A 的 质量 为 m, 受 绳子 牵引 沿 铅 直 杆 向 上 滑动 。 强 子 的 另 一 端 绕 过 离 
FERAL 的 滑车 B 而 纺 在 鼓 轮 上 。 当 鼓 轮转 动 时 ,其 边缘 上 各 点 的 速度 大 小 为 ooo ЖЮ 
子 拉力 与 距离 > 之 间 的 关系 。 
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题 10-6 图 题 10-7 图 


“10-7 销 钉 M 的 质量 为 0.2 kg, 由 水 平 槽 杆 带 动 ,使 其 在 半径 为 = 200 mm 的 固定 半 
BAM AS 50, BK FMT o = 400 mm/s 向 上 运动 ,不 计 摩 氛 。 求 在 图 示 位 置 时 回 覃 
对 销 钉 M 的 作用 力 。 f 

`10-8 RBA m НА, ВИВИЕН RE, И TMA k ЗЕ БЕШ E w 
图 所 示 。 当 0=60BF A H FEM, RIER F АВ 所 受 的 力 。 | 

10-9 铝 垂 发 射 的 火箭 由 一 雷达 跟踪 ,如 图 所 示 。 当 > = 10 000 ш,0=60°,8=0.02 


rad/s B 0 = 0.003 rad/s? 时 ,火箭 的 质量 为 5 000 kg。 求 此 时 的 喷射 反 推 力 Fo 

10-10 一 物体 质量 m = 10 kg, EH F=100(1-;) N 作用 下 运动 。 设 物体 初速 度 
为 wm =0.2 m/s, 开 始 时 , 力 的 方向 与 速度 方向 相同 。 问 经 过 多 少时 间 后 物体 速度 为 零 ,此 前 
走 了 多 少 路 程 ? 

10-11 图 示 质 点 的 质量 为 m, 受 指向 原点 O 的 力 正 = kr 作用 , 力 与 质点 到 点 O 的 距 
离 成 正比 。 如 初 瞬时 质点 的 坐标 为 x = zo,y=0, 而 速度 的 分 量 为 v。 =0,v, = voo RRA 
的 轨迹 。 


` 题 10-8 图 


题 10-11 图 @ 10-12 8 


10-12 物体 由 高 度 h 处 以 速度 vo ,水平 抛 出 ,如 图 所 示 。 空 气 盟 力 可 视 为 与 速度 的 一 
次 方 成 正比 , 即 下 = – Emo ,其 中 m 为 物体 的 质量 ,vw 为 物体 的 速度 ,k 为 常 系数 。 求 物体 的 
运动 方程 和 轨迹 。 
10-13 一 质点 带 有 负电 荷 e, 其 质量 为 m ,以 初速 度 v。 进 入 强度 为 H 的 均匀 磁场 中 ， 
该 速度 方向 与 磁场 强度 方向 垂直 。 设 已 知 作用 于 质点 的 力 为 
F= -elv X H) 


求 质点 的 运动 轨迹 。 
提示 : 解 题 时 宜 采用 在 自然 轴 上 投影 的 运动 微分 方程 。 
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对 于 质点 系 , 可 以 逐个 质点 列 出 其 动力 学 基本 方程 ,但 联 立 求解 很 复杂 。 

动量 .动量 矩 和 动能 定理 从 不 同 的 侧面 揭示 了 质点 和 质点 系 总 体 的 运动 变 
化 与 其 受 力 之 间 的 关系 ,可 用 以 求解 质点 系 动力 学 问题 。 动 量 动量 矩 和 动能 定 
理 统称 为 动力 学 普遍 定理 。 本 章 将 阐明 及 应 用 动量 定理 。 


511-1 动量 与 冲 量 


1. 动量 

物体 之 间 往 往 有 机 械 运 动 的 相互 传递 ,在 传递 机 械 运动 时 产生 的 相互 作用 
力 不 仅 与 物体 的 速度 变化 有 关 ,而 且 与 它们 的 质量 有 关 。 例 如 ,枪弹 质量 虽 小 ， 
但 速度 很 大 , 击 中 目标 时 ,产生 很 大 的 冲击 力 ;轮船 靠 岸 时 ,速度 虽 小 ,但 质量 很 
大 ,操纵 稍 有 朴 忽 ,足以 将 船 撞 坏 。 据 此 ,可 以 用 质点 的 质量 与 速度 的 乘积 KE 
征 质 点 的 这 种 运动 量 。 

质点 的 质量 与 速度 的 乘积 称 为 质点 的 动量 , 记 为 mo 。 质 点 的 动量 是 矢量 ， 
它 的 方向 与 质点 速度 的 方向 一 致 。 

在 国际 单位 制 中 ,动量 的 单位 为 kg* m/s。 

质点 系 内 各 质点 动量 的 矢量 和 称 为 质点 系 的 动量 , 即 


p= У) me, (11-1) 
式 中 n 为 质点 系 内 的 质点 数 ，m, 为 第 ; 个 质点 的 质量 ,v, 为 该 质点 的 速度 。 质 
点 系 的 动量 是 矢量 。 
如 质点 系 中 任 一 质点 i 的 矢 径 为 ,, 则 其 速度 为 0 = SE RARU- 1), 
注意 到 质量 m, 是 不 变 的 , 则 有 


p = 2;m,o, = > m, = aS mir, 


令 m = dim, 为 质点 系 的 总 质量 ;与 重心 “See DL ELEAZAR (ND 
质心 )C 的 矢 径 为 
> тут, 
re 三 一 一 一 (11-2) 


m 
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代入 前 式 , 得 
р= Zm, = (те) = m wc (11-3) 


其 中 uc = TOM PA RU C 的 速度 。 上 式 表明 ,质点 系 的 动量 等 于 质心 速度 

刚体 是 无 限 多 个 质点 组 成 的 不 变质 点 系 ,质心 是 刚体 内 某 一 确定 点 。 对 于 
质量 均匀 分 布 的 规则 刚体 ,质心 也 就 是 几何 中 心 , 用 式 (11 - 3) 计 算 刚体 的 动量 
是 非常 方便 的 。 例 如 ,长 为 1. 质量 为 m 的 均 质 细 杆 ,在 平面 内 绕 O 点 转动 , 角 


速度 为 ,如 图 11 - la 所 示 。 细 杆 质心 的 速度 we = 地, 则 细 杆 的 动量 为 m we， 


方向 与 we 相同。 又 如 图 11 ~ 1b 所 示 的 均 质 滚轮 ,质量 为 m , 轮 心 速度 为 vc , 则 
其 动量 为 m vce。 而 如 图 11 - tc 所 示 的 绕 中 心 转动 的 均 质 轮 ,无 论 有 多 大 的 角 
速度 和 质量 ,由 于 其 质心 不 动 ,其 动量 总 是 零 。 


o @ Uc=0 


(a) (b) (с) 


@ 11-1 
2. 冲 量 
物体 在 力 的 作用 下 引起 的 运动 变化 ,不 仅 与 力 的 大 小 和 方向 有 关 ,还 与 力作 
用 时 间 的 长 短 有 关 。 例 如 人 力 推动 车 厢 沿 铁轨 运动 ,经 过 一 段 时 间 ,可 使 车 厢 得 
到 一 定 的 速度 ;如 改 用 机 车 牵引 车 厢 , 只 需 很 短 的 时 间 便 能 达到 同样 的 速度 。 如 
果 作 用 力 是 常量 ,我们 用 力 与 作用 时 间 的 乘积 来 衡量 力 在 这 段 时 间 内 积累 的 作 
用 。 作 用 力 与 作用 时 间 的 乘积 称 为 常 力 的 冲 量 。 以 下 表示 此 常 力 ,作用 的 时 间 
为 :, 则 此 力 的 冲 量 为 
I=F: (11-4) 
WHERE , 它 的 方向 与 常 力 的 方向 一 致 。 
如 果 作用 力 F 是 变量 ,在 微小 时 间 间隔 dz 内 , 力 F 的 冲 量 称 为 元 冲 量 , 即 
dI= Еа 
WA 下 在 作用 时 间 * 内 的 冲 量 是 矢量 积分 


r= | Fd: (11-5) 
0 
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在 国际 单位 制 中 , 冲 量 的 单位 是 Ns。 


§11-2 动量 定理 


1. 质点 的 动量 定理 
由 前 一 章 的 式 (10-1) 有 
(то) = F 
或 
а( тю) = Fdt (11-6) 
式 (11-6) 是 质点 动量 定理 的 微分 形式 , 即 质点 动量 的 增 量 等 于 作用 于 质点 上 的 
力 的 元 冲 量 。 | 
对 上 式 积 分 ,如 时 间 由 0 到 ,速度 由 vw, BAB 
то-то | Fde=I (11-7) 


式 (11 一 7) 是 质点 动量 定理 的 积分 形式 , 即 在 某 一 时 间 间 隔 内 ,质点 动量 的 变化 
等 于 作用 于 质点 的 力 在 此 段 时 间 内 的 冲 量 。 

2. 质点 系 的 动量 定理 | 

设 质点 系 有 n 个 质点 ,第 i 个 质点 的 质量 为 m, ,速度 为 w ;外 界 物体 对 该 质 
点 作用 的 力 为 Fi”, 称 为 外 力 ,质点 系 内 其 他 质点 对 该 质点 作用 的 力 为 F , 称 
为 内 力 。 根 据 质 点 的 动量 定理 有 

| d(m,o,) = (Е° + Е): = Еа: + Е dt 
这 样 的 方程 共有 n+. Bn 个 方程 两 端 分 别 相 加 ,得 

>) dm, zi) = > Fi?) а; + > F? dt 

因为 质点 系 内 质 点 相互 作用 的 内 力 总 是 大 小 相等 、 方向 相反 地 成 对 出 现 , 相 

互 抵消 ， 因此 内 力 冲 量 的 矢量 和 等 于 零 ， 即 
> FO dt =0 
又 因 2d( mi о) = 45 (т, v,)=dp, 是 质点 系 动量 的 增 量 ;于 是 得 质点 系 动量 定 
理 的 微分 形式 为 
dp = > FO dz = > аг (11-8) 


即 质点 系 动量 的 增 量 等 于 作用 于 质点 系 的 外 力 元 冲 量 的 矢量 和 。 
式 (11-8) 也 可 写成 
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{p= У F° (11-9) 
即 质 点 系 的 动量 对 时 间 的 导数 等 于 作用 于 质点 系 的 外 力 的 矢量 和 (或 外 力 的 主 


Ж). 
设 上 =0 时 ,质点 系 的 动量 为 po ;在 时 刻 1 ,动量 为 p ,将 式 (11 -8) 积 分 ,得 


| a s>] Fa: 
Po i=1 #0 
或 


p- Po = S re (11-10) 
式 (11- 10) 为 质点 系 动 量 定 理 的 积分 形式 , 即 在 某 一 时 间 间 隔 内 ,质点 系 动量 的 
改变 量 等 于 在 这 段 时 间 内 作用 于 质点 系 外 力 冲 量 的 矢量 和 。 
由 质点 系 动量 定理 可 见 , 质 点 系 的 内 力 不 能 改变 质点 系 的 动量 。 


动量 定理 是 矢量 式 ,在 应 用 时 应 取 投 影 形式 ,如 式 (11 -9) 和 (11 -10) 在 直 


角 坐 标 系 的 投影 式 为 
dp, _ (e) dp, _ (e) dp, _ (e) ~ 
4; => F“ ap = UF; чад; >F; (11-11) 
和 


PaT Pos = ЭЛ Py Po = US? р, — p (11-12) 

例 11-1 ШЭ sek Р-Н L SFM KEW m ,转子 质量 为 m, 
如 图 11-2 所 示 。 设 定子 的 质心 位 于 转轴 的 中 心 О, ,但 由 于 制造 误差 ,转子 的 质心 О, 到 
O, 的 距离 为 e。 已 知 转子 匀速 转动 ,角速度 为 n。 求 基础 的 水 平 及 铝 直 约束 力 。 

解 : 取 电 动机 外 壳 与 转子 组 成 质点 系 , 外 力 有 
重力 mig, mg ,基础 的 约束 力 F.,F, 和 约束 力 偶 
Mo 。 机 壳 不 动 ,质点 系 的 动量 就 是 转子 的 动量 ,由 式 
(11-3), RADHA 

P = тое 
方向 如 图 所 示 。 设 ti=0 时 ,OO: WE, Ñ p= oto 
由 动量 定理 的 投影 式 (11 - 11) ,得 


dz =F.,4Z = y mig m g 


而 
р, = m2wecos wt, p,= m,wesin wt 
代 人 上 式 , 解 出 基础 约束 力 
Е, = — m; eo sin ot, F, = (m, + m; )g + m. eo? cos wt 


电机 不 转 时 ,基础 只 有 向 上 的 约束 力 (mi + m, )g, 可 称 为 静 约 束 力 ;电机 转动 时 的 基础 
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约束 力 可 称 为 动 约束 力 。 动 约束 力 与 静 约束 力 的 差 值 是 由 于 系统 运动 而 产生 的 ,可 称 为 附加 
动 约束 力 。 此 例 中 ,由 于 转子 偏心 而 引起 的 在 x 方向 附加 动 约束 力 - mswzesin ot 和 ?方向 
附加 动 约束 力 m; wz ecos wt 都 是 谐 变 力 , 将 会 引起 电机 和 基础 的 振动 。 

关于 力 偶 Mo ,可 利用 后 几 章 将 要 学 到 的 动量 矩 定理 或 达 朗 贝尔 原理 进行 求解 。 

例 11-2 图 11-3 表 示 水 流 流 经 变 截面 弯 管 的 示意 图 。 设 流体 是 不 可 压缩 的 ,流动 是 
稳定 的 。 求 管 壁 的 附加 动 约束 力 。 

解 : 从 管 中 取 出 所 研究 的 两 个 截面 aa 5b 之 间 的 流体 作为 质点 系 。 经 过 时 间 dz, 这 
一 部 分 流体 流 到 两 个 截面 ara, 与 b15, 之 间 。 令 gy 
为 流体 在 单位 时 间 内 流 过 截面 的 体积 流量 ,p ЭУ ЖЕ, `° 
则 质点 系 在 时 间 d: 内 流 过 截面 的 质量 为 a 

dm = qypdt . 
在 时 间 间 隔 dt 内 质点 系 动量 的 变化 为 
p Po F рды T Pas = (Bsr + Pars) — (раль + р) = 
因为 管内 流动 是 稳定 的 ,有 р, = p .1s ,于 是 b b % 
P — Po F ры T Paan 
dt 为 极 小 ,可 认为 在 截面 ca Баа, 之 间 各 质点 的 速 
度 相同 , 设 为 w RH bb 与 bb 之 间 各 质点 的 速度 相同 , 设 为 w ,于 是 得 
P — ро = qvedt (o, — v,) 

作用 于 质点 系 上 的 外 力 有 :均匀 分 布 于 体积 abb 内 的 重力 P, 管 壁 对 于 此 质点 系 的 作用 
AF UR PRE аа Mob 上 受到 的 相 邻 流体 的 压力 F, MF,» 

将 动量 定理 应 用 于 所 研究 的 质点 系 , 则 有 

qvpdt(%, — o, ) = (P + F, + F, + F)d 


K 11-3 


消去 时 间 d: ,得 
gvel% u, )= Р+Е + F, + F 
车 将 管 壁 对 于 流体 约束 力 F DW FA АЕ БЫЕЛ) P , F. Tü F, 相 平 衡 的 管 辟 
静 约 束 力 , 玉 为 由 于 流体 的 动量 发 生变 化 而 产生 的 附加 动 约束 力 。 则 FF 满足 平衡 方程 
P+F. +F,+F =0 
而 附加 动 约束 力 由 下 式 确定 ; 
F” = qvo(%, - v) 
BR aa Mob 的 面积 分 别 为 A。 AA, ,由 不 可 压缩 
流体 的 连续 性 定律 知 
gv = А„®„ = Ар, 
因此 ,只 要 知道 流速 和 曲 管 的 尺寸 , 即 可 求 得 附加 动 约束 
力 。 流 体 对 管 壁 的 附加 动作 用 力 大 小 等 于 此 附加 动 约束 
力 ,但 方向 相反 。 
图 11-4 为 一 水 平 的 等 截面 直角 形 弯 管 。 当 流体 被 
连 改 变 流动 方向 时 ,对 管 壁 施加 有 附加 的 作用 力 , 它 的 大 
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小 等 于 管 壁 对 流体 作用 的 附加 动 约束 力 , 邑 
Е“, = qvo( v: - 0) = pA, 0}, Fs = qve (0+ о) = рА, ої 
由 此 可 见 , 当 流 速 很 高 或 管子 截面 积 很 大 时 ,附加 动 压力 很 大 ,在 管子 的 弯 头 处 应 该 安装 支 座 。 
3. 质点 系 动 量 守恒 定律 
如 果 作用 于 质点 系 的 外 力 的 主 矢 恒 等 于 去, 根据 式 (11 - 9) 或 (11- 10) 8 
ЕГЕТТЕ 
p= p = XE 
(11-11) 或 (11 12), ТЕТТЕ 
ЖЕФ =0, 则 
| Р. = Por = ВЕ 
以 上 结论 称 为 质点 系 动量 守恒 定律 。 
应 注意 ,内 力 虽 不 能 改变 质点 系 的 动量 ,但 是 可 改变 质点 系 中 各 质点 的 动量 。 
0111-3 Wik A 可 沿 光滑 水 平面 自由 滑动 ,其 质量 为 ma ;小 球 B 的 质量 为 ms ,以 细 
SARER Ш 11 - 5 所 示 。 设 杆 长 为 /, 质 量 不 计 ,初始 时 系统 静止 ,并 有 初始 摆 角 mi 
释放 后 , 细 杆 近似 以 p= pos ot 规律 摆动 (w 为 已 知 常数 ) ROR A 的 最 大 速度 。 
М: 取 物 块 和 小 球 为 研究 对 象 ,此 系统 水 平方 向 不 受 外 al 
力作 用 , 则 沿 水 平方 向 动量 守恒。 ] 
细 杜 角速度 为 p = 一 wposin ot, Ч sin ot = 了 时 ,其 绝对 
值 最 大 ,此 时 应 有 cos ot =0, R PP=0。 由 此 , 当 细 杆 铅 垂 时 小 
球 相 对 于 物 块 有 最 大 的 水 平 速度 ,其 值 为 
о, = 1P aux = logo 
HERR o, 向 左 时 , 物 块 应 有 向 右 的 绝对 速度 , 设 为 vo, 而 小 
球 向 左 的 绝对 速度 值 为 v。= v, - v。 根 据 动量 守恒 条 件 , 有 
mav— ma (u, — u) = 0 
解 出 物 块 的 最 大 速度 为 


тво, _ твї®Фф, 


matms тА + ma 


M sin ot = -1 时 ,也 有 g=0。 此 时 物 抉 有 向 左 的 最 大 速度 -9 。 


§11-3 质心 运动 定理 
1. 质量 中 心 


质点 系 在 力 的 作用 下 ,其 运动 状态 与 各 质点 的 质量 及 其 相互 的 位 置 都 有 关 
系 , 即 与 质点 系 的 质量 分 布 状况 有 关 。 由 式 (11- 2) , 即 


Se a 
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_ mr, Dmr, 
rc > m, m 
所 定义 的 质心 位 置 反 映 出 质点 系 质量 分 布 的 一 种 特征 。 质 心 的 概念 及 质心 运动 
在 质点 系 ( 特 别 是 刚体 ) 动 力学 中 具有 重要 地 位 。 计 算 质 心 位 置 时 ,常用 上 式 在 
直角 坐标 系 的 投影 形式 , 即 


_ 2; m;z, _ утул, 
"Ун 
> m,y, У m,y, 
= iði — iði Ç 1 一 3 
yc Em, a (1 13) 
_ Элте, _ Dmz, 
< Em, m 


例 11-4 11-6 所 示 的 曲柄 滑 块 机 构 中 , 设 曲 柄 OA 受 力 偶 作用 以 匀 角 速度 w 转 
3i, RIR B 沿 z 轴 滑 动 。 若 04 = AB= 1 ,OA K AB 皆 为 均 质 杆 , 质 量 皆 为 m, WE B 的 质 


BA m,。 求 此 系统 的 质心 运动 方程 .轨迹 以 及 此 系统 的 动量 。 


图 11-6 
Й: 设 上 =0 时 杆 OA 水 平 , 则 有 e= et, AR(11- 13) ,质心 C 的 坐标 为 
i 31 

mi gtm > +2mz1 2(m, + т,) 

Xe lm, + ms cos wt = Zm, +m; ¿cos wt 
| (а) 
2т, = m 
= : _ 1 А 

Ус Fm Fm sin o= 37 +m, /sin wt 


上 式 也 就 是 此 系统 质心 C 的 运动 方程 。 由 上 两 式 消去 时 间 zt ,得 
zc ? Ус 2 
[Кал | т.і | =1 (b) 
mi tm. 2m, + т, 
即 质心 C 的 运动 轨迹 为 一 椭圆 ,如 图 中 点 划 线 所 示 。 应 该 指出 ,系统 的 质心 一 般 不 在 其 中 某 
一 物体 上 ,而 是 空间 的 某 一 特定 点 。 
为 求 系统 的 动量 ,可 将 式 (11-3) 沿 х,у 轴 投 影 , 即 


р. = тос, фу = muc, 


此 例 中 m = Ўт, =2m, + m; о 由 式 (a) 得 
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. 一 十 N . m 
vcr = Te = aus Pa losin wt , Ucy = yc = Tm, T m 10895 wt 
则 得 系统 动量 沿 x , y 轴 的 投影 
b, = ~2(m, + m, )lwsin wt, p, = m, locos wt 
系统 动量 的 大 小 为 


PEN р. t р, = lo ү 4(m, + m, )° sin? wt + micos wt 
动量 的 方向 沿 质心 轨迹 的 切线 方向 ,可 用 其 方向 余弦 表示 。 
2. 质心 运动 定理 
由 于 质点 系 的 动量 等 于 质点 系 的 质量 与 质心 速度 的 乘积 ,因此 动量 定理 的 
微分 形式 可 写成 
gm ee) = 22 FP 
对 于 质量 不 变 的 质点 系 , 上 式 可 改写 为 


ащ < шо 
m -yz 2, Е 
或 
mac = >) FP (11-14) 


式 中 ac 为 质心 的 加 速度 。 上 式 表明 ,质点 系 的 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 等 于 
作用 于 质点 系 外 力 的 矢量 和 ( 即 等 于 外 力 的 主 矢 ) 。 这 种 规律 称 为 质心 运动 定 
理 。 

式 (11- 14) 与 质点 的 动力 学 基本 方程 ma = 可 FF 相似 ,因此 质心 运动 定理 
也 可 叙述 如 下 :质点 系 质心 的 运动 ,可 以 看 成 为 一 个 质点 的 运动 ,设想 此 质点 集 
中 了 整个 质点 系 的 质量 及 其 所 受 的 外 力 。 

例如 在 爆破 山石 时 ,土石 碎 块 向 各 处 飞 落 , 如 图 11- 7 所 示 。 在 尚 无 碎 石 落 
地 前 ,全 部 土石 碎 块 的 质心 运动 与 一 个 抛射 质点 的 运动 一 样 ,设想 这 个 质点 的 质 
量 等 于 质点 系 的 全 部 质量 ,作用 在 这 个 质点 上 的 | 
力 是 质点 系 中 各 质点 重力 的 总 和 。 根 据 质心 的 运 
动 轨迹 ,可 以 在 定向 爆破 时 ,预先 估计 大 部 分 土石 ” 垃 
块 堆 落 的 地 方 。 is 


由 质心 运动 定理 可 知 ,质点 系 的 内 力 不 影 响 ЭМ сүро, 
质心 的 运动 ,只 有 外 力 才能 改变 质心 的 运动 。 例 pyro 


2 


如 ,在 汽车 的 发 动机 中 ,气体 的 压力 是 内 力 ,虽然 
这 个 力 是 汽车 行驶 的 原动力 ,但 是 它 不 能 使 汽车 з зо цу Q 
的 质心 运动 。 这 种 气体 压力 推动 气缸 内 的 活塞 ， РЕ 


经 过 一 套 机 构 转 动 主动 轮 (图 11 -8 中 的 后 轮 )， 11-7 


% - 
. --- 
2 
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靠 轮 与 地 面 的 摩擦 力 F, 推动 汽车 向 前 进 。 
如 果 地 面 光 滑 ,或 F, 克服 不 了 汽车 前 进 的 。 
阻力 F, ,那么 后 轮 将 在 原 处 打转 ,汽车 不 能 
前 进 。 

质心 运动 定理 是 矢量 式 ,应 用 时 取 投 
影 形 式 。 


直角 坐标 轴 上 的 投影 式 为 

mac, = UF, mac, = UFO , mag = DFO (11-15) 
自然 轴 上 的 投影 式 为 

п = DES m E= SPO ERY =0 (11-16) 


下 面 举例 说 明 质 心 运动 定理 的 应 用 。 f 

例 11-5 均 质 曲柄 AB K r RBH m ,假设 受 力 偶 作 用 以 不 变 的 角速度 w 转动 ,并 
带动 滑 梢 连 杆 以 及 与 它 固 连 的 活塞 D, 如 图 11 -9 
所 示 。 滑 槽 . 连 杆 、 活 塞 总 质量 为 m, ,质心 在 点 Co 
在 活塞 上 作用 一 恒 力 F. ЖИП E W ih B 的 质 
E , 求 作用 在 曲柄 轴 A 处 的 最 大 水 平 约束 力 F,。 

解 : 选取 整个 机 构 为 研究 的 质点 系 。 作 用 在 
水 平方 向 的 外 力 有 Е 和 F,, 且 力 偶 不 影响 质心 运 
动 。 

列 出 质心 运动 定理 在 x 轴 上 的 投影 式 

(m, + m,)ag =F, -F 

为 求 质心 的 加 速度 在 > 轴 上 的 投影 , 先 计 算 质 心 的 图 11-9 
坐标 ,然后 把 它 对 时 间 取 二 阶 导数 , 即 


ze= [my poos pt m Crees ptb) | 


2 
a _ d zc _ — тш? тү cos wt 
eSa mtm tm 


应 用 质心 运动 定理 , 解 得 


显然 ,最 大 水 平 约束 力 


Т wan Tent m e м мны мм... у... 


it 
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3. 质心 运动 守恒 定律 
始 时 速度 投影 等 于 零 , 则 质心 沿 该 轴 的 坐标 保持 不 变 。 

以 上 结论 , 称 为 质心 运动 守恒 定律 。 

例 11-6 如 图 11-10 所 示 , 设 例 11- 1 中 的 电动 机 没 用 螺栓 固定 ,各 处 摩擦 不 计 , 初 
始 时 电动 机 静止 , 求 转 子 以 匀 角 速度 w 转动 时 电动 机 外 壳 的 运动 。 

解 : 电动 机 在 水 平方 向 没有 受到 外 力 , 且 初 始 
为 静止 ,因此 系统 质心 的 坐标 zc 保持 不 变 。 

取 坐 标 轴 如 图 所 示 。 转 子 在 静止 时 转子 的 质心 
О, ERIKA хо = a。 当 转子 转 过 角度 о 时 , 定 
子 应 向 左 移动 , 设 移动 距离 为 ;, 则 质心 坐标 为 


_m,(a~s)+m,(atesin p-s) 
mı +m, 


因为 在 水 平方 向 质心 守恒 ,所 以 有 Cl T Жс) , 解 得 


= mF m, sin p 
电机 在 水 平面 上 往复 运动 。 
顺便 指出 ,支承 面 的 法 向 约束 力 的 最 小 值 已 由 例 11 - 1 求 得 为 


Fomin = (m, t т) в m, e o° 


当 w> | "N, 有 Fon <0, 如 果 电 动机 未 用 螺栓 固定 ,将 会 离 地 跳 起 来 。 


综合 以 上 各 例 可 知 ,应 用 质心 运动 定理 解 题 的 步骤 如 下 ; 

(1) 分 析 质 点 系 所 受 的 全 部 外 力 ,包括 主动 力 和 约束 力 ; 

(2) 为 求 未 知 力 ,可 计算 质心 坐标 , 求 质心 的 加 速度 ,然后 应 用 质心 运动 定 
理 求解 ; 

(3) 在 外 力 已 知 的 条 件 下 ,欲求 质心 的 运动 规律 ,其 解法 与 质点 动力 学 第 二 
类 问题 相同 ; 

(4) Я НРА ТҮТҮГҮ 分 
别 列 出 两 个 时 刻 质 心 的 坐标 , 令 其 相等 , 即 可 求 得 所 求 质点 的 位 移 ,如 例 11-6. 


小 结 


图 11 - 10 


1. 动量 定理 
质点 的 动量 定理 :d(m vw)= Fdt 


mu mo = | Fd = 
0 
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质点 系 的 动量 :p= Ут, V; — т Uc 
质点 系 的 动量 定理 :p= У 
pa-p = > I° 
质点 系 动量 守 便 定律 : 当 忆 Po =0 Rt, p= ЖКШ, MXF? =0 BF, р, = 
常量 。 


2. 质心 运动 定理 : mac = ХЕ 
质点 系 的 质心 
, _ 2;mir, 
5 т 
_ Хт, È my Уту, 
Te н GRE O 


Жа НЕ: ЩУР =0 时 ,vc= 常 矢量 ;同时 又 有 mo =0 时 ,re = 
常 矢量 , 即 质心 位 置 不 变 。 #> F° =0, VG = 常量 ;同时 又 有 Ucor =0 时 ,zc = 
常量 , 即 质心 r 坐标 不 变 。 
思 + а 
11-1 求 图 11-11 所 示 各 均 质 物体 的 动量 。 设 各 物体 质量 皆 为 mo 


11-11 


11-2 在 光滑 的 水 平面 上 放置 一 静止 的 均 质 圆 盘 , 当 它 受 一 力 偶 作 用 时 , 盘 心 将 如 何 运 
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动 ? 盘 心 运动 情况 与 力 偶 作 用 位 置 有 关 吗 ? 如 果 圆 盘面 内 受 一 大 小 和 方向 都 不 变 的 力作 用 ， 
盘 心 将 如 何 运动 ? 盘 心 运动 情况 与 此 力 的 作用 点 有 关 吗 ? ' 
11-3 两 物 块 A 和 B, 质 量 分 别 为 m, 和 ms ,初始 静止 。 如 A 沿 斜面 下 滑 的 相对 速度 
为 WE 11-12 所 示 。 设 BB 向 左 的 速度 为 v, 根 据 动量 守恒 定律 ,有 
m,v,cos O=mav 


对 吗 ? 


В 11-12 Ё 11-13 


1-4 两 均 质 直 杆 AC 和 CB ,长 度 相 同 ,质量 分 别 为 m Mm o WHER C НЕВЕ 
接 ,初始 时 维持 在 铅 垂 面 内 不 动 ,如 图 11 13 所 示 。 设 地 面 绝对 光滑 ,两 杆 被 释放 后 将 分 开 
倒 向 地 面 。 问 m, 与 m, 相等 或 不 相等 时 , C 点 的 运动 轨迹 是 否 相同 ? 

1-5 刚体 受 有 一 群 力作 用 ,不 论 各 力作 用 点 如 何 ,此 刚体 质心 的 加 速度 都 一 样 吗 ? 


习 题 


11-1 汽车 以 36 km/h 的 速度 在 水 平 直道 上 行驶 。 设 车 轮 在 制 动 后 立即 停止 转动 。 问 
车 轮 对 地 面 的 动 滑动 摩 氛 因 数 应 为 多 大 方 能 使 汽车 在 制 动 后 6 s Bak. 

11-2 跳伞 者 质量 为 60 kg, 自 停留 在 高 空中 的 直 升 飞机 中 跳出 ,落下 100 m 后 ,将 降落 
们 打开 。 设 开 伞 前 的 空气 阻力 略 去 不 计 SHAH , 开 伞 后 所 受 的 阻力 不 变 , 经 5 s 后 跳伞 者 
的 速度 减 为 4.3 m/s。 求 阻力 的 大 小 。 

I1-3 图 示 浮 动 起 重 机 举 起 质量 m, =2 000 kg 的 重 物 。 设 起 重 机 质量 m, = 20 000 
kg, 杆 长 O4 = 8 m; 开 始 时 杆 与 铝 直 位 置 成 60" 角 ,水 的 阻力 和 杆 重 均 略 去 不 计 。 当 起 重 杆 
OA 转 到 与 铝 直 位 置 成 30" 角 时 , 求 起 重 机 的 位 移 。 

1-4 图 示 水 平面 上 放 一 均 质 三 棱柱 4 ,在 其 斜面 上 又 放 一 均 质 三 棱柱 B。 两 三 楼 柱 
的 横 截面 均 为 直角 三 角形 。 三 棱柱 A 的 质量 m, 为 三 棱柱 日 质量 ms 的 三 倍 ,其 尺寸 如 图 
示 。 设 各 处 摩擦 不 计 , 初 始 时 系统 静止 。 求 当 三 棱柱 B 沿 三 棱柱 A 滑 下 接触 到 水 平面 时 ,三 
棱柱 4 移动 的 距离 。 

11-5 平台 车 质量 m, = 500 kg, 可 沿 水 平 轨道 运动 。 平 台 车 上 站 有 一 人 ,质量 m, = 70 
ke, 车 与 人 以 共同 速度 we 向 右 方 运动 。 当 人 相对 平台 车 以 速度 w =2 m/s 向 左 方 跳 出 时 ,不 
计 平台 车 水 平方 向 的 阻力 及 摩擦 , 问 平台 车 增加 的 速度 为 多 少 ? 
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题 11-3 图 题 11-4 图 


11-6 如 图 所 示 , 均 质 杆 AB ,长 ! ,直立 在 光滑 的 水 平面 上 。 求 它 从 铝 直 位 置 无 初速 地 
倒 下 时 ,端点 A 相对 图 示 坐 标 系 的 轨迹 。 


题 11-6 图 题 11~7 图 


11 -7 图 示 椭 圆规 尺 AB 的 质量 为 2m ,曲柄 OC 的 质量 为 m, TRR AMB 的 质量 
均 为 ma。 已 知 :OC= AC= CB = ;曲柄 和 尺 的 质心 分 别 在 其 中 点 上 ;曲柄 绕 O 轴 转 动 的 角 
速度 。 为 常量 。 当 开始 时 ,曲柄 水 平 向 右 , 求 此 时 质点 系 的 动量 。 

11-8 质量 为 m 的 平台 AB AFATE Ff зш аи али я f. 
质量 为 m 的 小 车 D, 由 绞车 拖 动 ,相对 于 平台 的 运动 规律 为 = Li ,其 中 b 为 已 知 常数 。 


不 计 绞车 的 质量 , 求 平台 的 加 速度 。 


题 11-8 图 8111-10 图 


“11~9 求 题 11- 4 中 三 楼 柱 A 运动 的 加 速度 及 地 面 对 三 棱柱 的 约束 力 。 
11-10 如 图 所 示 ,质量 为 m 的 滑 块 A, 可 以 在 水 平 光滑 槽 中 运动 ， 具有 刚度 系数 为 
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的 弹 筑 一 端 与 滑 块 相连 接 , 另 一 端 固定 。 杆 АВ 长 度 为 !, 质 量 忽 略 不 计 ,A 端 与 滑 块 A R 
接 ,B 端 装 有 质量 mm: ,在 铝 直 平面 内 可 绕 点 A 旋转 。 设 在 力 偶 M 作用 下 转动 角速度 o 为 党 
Ж KARA 的 运动 微分 方程 。 

11-11 在 图 示 曲 柄 滑 杆 机 构 中 ,曲柄 以 等 角速度 o 绕 O 轴 转 动 。 开 始 时 ,曲柄 ОА 水 
平 向 右 。 已 知 :曲柄 的 质量 为 m , 滑 块 A 的 质量 为 m,, 滑 杆 的 质量 为 ms ,曲柄 的 质心 在 
ОА 的 中 点 ,OA = 1; 滑 杆 的 质心 在 点 C。 求 :(1) 机 构 质 量 中 心 的 运动 方程 ;(2) 作用 在 轴 О 
的 最 大 水 平 约束 力 。 


题 11-1t 图 题 11-12 图 


11-12 AAR? ASU SARE о 绕 定 轴 O 转动 。 质 量 为 m, KEH IE 
右 端 弹簧 的 拉力 而 顶 在 凸轮 上 , 当 凸 轮转 动 时 , 滑 杆 作 往复 运动 。 设 凸轮 为 一 均 质 圆 盘 , 质 量 
为 ma ,半径 为 r ALEX e。 求 在 任 一 瞬时 机 座 螺 钉 的 总 附加 动 约束 力 。 

11-13 水 流 以 速度 vy =2 m/s 流 人 固定 水 道 ,速度 方向 与 水 平面 成 90* 角 ,如 图 所 示 。 
水 流 进口 截面 积 为 0.02 m° ,出 口 速度 w = 4 m/s, 它 与 水 平面 成 30" 角 。 求 水 作用 在 水 道 壁 
上 的 水 平和 铝 直 的 附加 压力 。 


Vo 


v 


题 11- 13 图 题 11 一 14 图 


11-14 已 知 :水 的 体积 流量 为 gy m/s, BEN p kg/m? ;水 冲击 叶片 的 速度 为 vi m/s, 
方向 沿 水 平 向 左 ;水 流出 叶片 的 速度 为 v m/s, 与 水 平 线 成 9 角 。 求 图 示 水 柱 对 涡轮 固定 叶 
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片 作 用 力 的 水 平分 力 。 
11-15 图 示 传 送 带 的 运 煤 量 恒 为 20 kgls, 胶 带 速度 恒 为 1.5 m/s。 求 胶带 对 煤 块 作用 
的 水 平 总 推力 。 


11-158 ДД 11-16 В 


11-16 图 示 移 动 式 胶带 输送 机 ,每 小 时 输送 109 m 的 砂子 。 砂 子 的 密度 为 400 kgr, 
输送 带 速度 为 1.6 mls。 设 砂子 在 人 口 处 的 速度 为 w ,方向 垂直 向 下 ,在 出 口 处 的 速度 为 w， 
方向 水 平 向 右 。 如 输送 机 不 动 ,试问 此 时 地 面 沿 水 平方 向 总 的 约束 力 有 多 大 ? 


IU 
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第 十 一 章 前 述 的 动 县 定理 建立 了 作用 力 与 动量 变化 之 间 的 关系 ,揭示 了 质 
点 系 机 械 运 动 规律 的 一 个 侧面 ПЕ 498. ee EM E эу —1-{ДИШ , 揭 
示 出 质点 系 相 对 于 某 一 点 的 运动 规律 。 本 章 将 推导 动量 矩 定 理 并 阐明 其 应 用 。 


812-1 质点 和 质点 系 的 动量 矩 


1. RADE 

设 质点 Q 某 瞩 时 的 动量 为 mv, 质点 相对 点 О 的 位 置 用 矢 径 > 表示 ,如 图 

12 一 1 所 示 。 质 点 Q 的 动量 对 于 点 O HH ,定义 为 质点 对 于 点 O 的 动量 矩 Вр 

Mo(mv)=rXmv (12-1) 

质点 对 于 点 O 的 动量 矩 是 矢量 ,如 图 
12 一 1 所 示 。 


(mv), FAO 的 矩 ,定义 为 质点 动量 

对 于 z 轴 的 矩 ,简称 对 于 z 轴 的 动量 矩 。 
对 轴 的 动量 矩 是 代数 量 ,由 图 12 - 1 可见 

质点 对 点 O 的 动量 所 与 对 >z 轴 的 动量 矩 

和 力 对 点 与 对 轴 的 和 矩 相似 ,有 质点 对 点 O 

KI RERE 轴 上 的 投影 ,等 于 对 z HH 

的 动量 矩 Вр 


(Mo(mv)].=M,(mo) . (12-2) 
在 国际 单位 制 中 动量 矩 的 单位 为 kg.m2/s。 
2. RAR B) z) ЖЕ 
质点 系 对 某 点 O 的 动量 和 矩 等 于 各 质点 对 同一 点 O 的 动量 和 矩 的 矢量 和 ,或 
称 为 质点 系 动量 对 点 O MER, Вр 


Lo = У) Mo Cm, w) (12-3) 
质点 系 对 某 轴 z 的 动量 矩 等 于 各 质点 对 同一 z 轴 动 量 矩 的 代数 和 , 即 


L= У) M. Cm, v) (12-4) 
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利用 式 (12 -2) ,得 
[Lo]. = L. (12—5) 
“ушш. 
刚体 平移 时 ,可 将 全 部 质量 集中 于 质心 ,作为 一 个 质点 计算 其 动量 矩 。 
刚体 绕 定 轴 转 动 是 工程 中 最 常见 的 一 种 运动 情况 。 
绕 = 轴 转 动 的 刚体 如 图 12 -2 所 示 , 它 对 转轴 的 动量 矩 
为 


L, = > М, (m, о) = > MUTT 
= > юк, = а) > mr? 
令 Уу mr? =7, , 称 为 刚体 对 于 z 轴 的 转动 惯量 。 于 是 


® 


Ё 12-2 


L. = J.w (12-6) 
ED -B SE ЖИЕ ЕНН неа т еве ЯП И SE ЕЙ 


和 12 - 2 Н 


1. 质点 的 动量 和 矩 定理 

设 质点 对 定点 O 的 动量 矩 为 Mo (m v), 作 用 力 对 同一 点 的 和 拭 为 
Mo (F), 如 图 12-3 тж. 

将 动量 和 矩 对 时 间 取 一 次 导数 ,得 


d d dr 
аМо От о) = (л то) = хто Мото) 


+rx (mo) 
根据 质点 动量 定理 里 (mv) = F. OXEA, MO 
AT = o, 则 上 式 可 改写 为 x 


oMo( mv) = 0% mutex F 图 12-3 


因为 vx mv=0,rX F=M,(F), TEB 


ee 


— —————— СОИНО 
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LMo(mv)= Mo(F) (12-7) 


(12-7) Ж кд УИ ЗЕ ЕЕЕ: ЇЕ s BJ 5 ВАВА ИР, Т 
作用 力 对 同一 点 的 矩 。 

取 式 (12 -7) 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 式 ,并 将 对 点 的 动量 矩 与 对 轴 的 动量 抢 
的 关系 式 (12 -2) 代 入 ,得 

ÅM, (nv)=M.(F) 是 M(mo=MOEP) QM.(m o) = M.(F) 

(12-8) 

2. F E B) ЕЕ 

设 质点 系 内 有 ”个 质点 ,作用 于 每 个 质点 的 力 分 为 内 力 FO 和 外 力 F, 
根据 质点 的 动量 矩 定理 有 | 


EMo( т, v) = Mo (F) + Mo (F°) 
这 样 的 方程 共有 n 个 , 相 加 后 得 
> LMo(m, v;)= > Mo( FP )+ > Mo(CFi” ) 
由 于 内 力 总 是 大 小 相等 、 方向 相反 地 成 对 出 现 ， 因此 上 式 右 端的 第 一 


>Mo(F®)=0 
上 式 左 端 为 
> >) Mo (m, v) = 入 Mom v) = 
于 是 得 
То = 2 Mo(Fi ) (12 — 9) 


式 (12 - 9) 为 质点 系 动量 矩 定理 :质点 系 对 于 某 定点 O 的 动量 矩 对 时 间 的 导数 ， 
等 于 作用 于 质点 系 的 外 力 对 于 同一 点 的 夭 的 矢量 和 (外 力 对 点 O WER). 

应 用 时 , 取 投影 式 

ай» = MCR) gil, = DME?) EL, = XM (r?) 

| (12 - 10) 

必须 指出 ,上 述 动量 矩 定理 的 表达 形式 只 适用 于 对 固定 点 或 固定 轴 。 对 于 
一 般 的 动 点 或 动 轴 , 其 动量 矩 定理 具有 较 复杂 的 表达 式 。 

112-1 高 炉 运送 矿石 用 的 卷扬机 如 图 12 - 4 所 示 。 已 知 鼓 轮 的 半径 为 R ,转动 惯量 
AS ,作用 在 鼓 轮 上 的 力 偶 矩 为 M。 小 车 和 矿石 总 质量 为 m ,轨道 的 倾角 为 6。 设 绳 的 质量 
和 各 处 摩擦 均 忽略 不 计 , 求 小 车 的 加 速度 a, 

解 : 取 小 车 与 鼓 轮 组 成 质点 系 , 视 小 车 为 质点 。 以 硕 时 针 为 正 ,此 质点 系 对 轴 O 的 动 
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图 12-4 


BR EZ 
Lo = Je + тър 
作用 于 质点 系 的 外 力 除 力 侦 M EH Р, 和 P, 外 , 尚 有 轴承 O 的 约束 力 F. , F, 和 轨道 
对 小 车 的 约束 力 Fs。 其 中 Р,,Е, Е, ШО 力矩 为 零 。 系 统 外 力 对 轴 O MBH 
MO =M- mgsin 6.R 
由 质点 系 对 轴 O 的 动量 矩 定理 ,有 


晤 [Jo+ moR ] = M- mgsin @-R 


因 =}, =a FERE 
_ MR – mgR’ sin 6 
J + mR 
例 12-2 MA 12-5 所 示 的 水 轮机 转 轮 ,每 两 叶片 间 的 水 流 细 相同 。 在 图 面 内 的 进口 
水 的 速度 为 w ,出 口 速度 为 v, ,9, 和 0, 分别 为 v， Жо, 与 切线 方向 的 夹 角 。 如 总 的 体积 流量 
为 gv , 求 水 流 对 转 轮 的 转动 力 答 。 


a 


图 12-5 
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解 : 取 两 叶片 间 的 水 (图 中 阴影 部 分 ) 为 研究 的 质点 系 , 经 过 dt 时 间 ,此 部 分 水 由 图 12 
-5b 中 的 ABCD 位 置 移 到 abcd 。 设 流动 是 稳定 的 , 则 其 对 转轴 О 的 动量 矩 改 变 为 
dLo Laica Lasco ш Lena Lani 
如 转 轮 有 n 个 叶片 ,水 的 密度 为 po, 则 有 


Lena = Tgvodtw, r> cos 0, 

Lase = —-qvpdtui ri cos б, 
由 此 ， dLo = Tgvpdt( varacos 8, — vi ricos 0, ) 
RHA n 个 叶片 ,由 动量 抢 定 理 , 水 流 所 受到 对 点 O 的 总 力矩 为 


dLo 
Mo(F)= n “ar = ave os ға соз 0, — о, ricos Өү) 


转 轮 所 受 的 转动 力 撮 M 与 Mo (了 下) 等 值 反 向 。 

з. 动量 矩 守 恒定 律 

如 果 作 用 于 质点 的 力 对 于 某 定点 O 的 矩 恒 等 于 零 , 则 由 式 (12 -7) 知 ,质点 

该 点 的 动量 矩 保 持 不 变 , 即 

Mo (mvm)= 恒 矢量 : 

如 果 作 用 于 质点 的 力 对 于 某 定 轴 的 甜 恒 等 于 零 , 则 由 式 (12 - 8) 知 ,质点 对 

该 轴 的 动量 矩 保 持 不 变 。 例 如 M,(F) = 0, 则 
M,(m o) = EE 

以 上 结论 称 为 质点 动量 矩 守恒 定律 。 

由 式 (12- 9) 可 知 , 质 点 系 的 内 力 不 能 改变 质点 系 的 动量 矩 。 

当 外 力 对 于 某 定点 (或 某 定 轴 ) 的 主 矩 等 于 零 时 ,质点 系 对 于 该 点 (或 该 轴 ) 
的 动量 矩 保持 不 变 。 这 就 是 质点 系 动量 矩 守恒 定律 。 

质点 在 运动 中 受到 恒 指 向 某 定点 O 的 力 F 作用 , 称 该 质点 在 有 心力 作用 下 
运动 ,如 行星 绕 太 阳 运 动 ,人造 卫星 绕 地 球 运动 等 。 如 图 12 -6 所 示 , 力 正 对 于 
点 О 的 矩 恒 等 于 零 , 于 是 质点 对 于 点 О 的 动量 矩 守恒 , 即 

Mo(m o) = r X m o = E X: 

由 上 式 可 知 : 

(1) 矢量 积 rx m vw 方 向 不 变 , 即 矢 径 r 和 速度 vw 
位 于 一 固定 平面 ,因此 ,质点 在 有 心力 作用 下 运动 的 
轨迹 是 平面 曲线 。 


(2) rx m v= хт TERE TE x A 图 12-6 
= 恒 量 。 由 图 12-6 可 见 ,r хаг 为 图 中 阴影 三 角形 面积 dA 的 两 倍 ,因而 有 


н me ear ou co TRE ER NE RR RIEU m a оа новадон 
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dA _ m 
到 二 常量 


A 是 质点 矢 径 r 所 扫 过 的 面积 ,5 外 称 为 面积 速度 ,上 述 结论 称 为 面积 速度 定理 。 
由 此 定理 可 知 , 当 人 造 卫 星 绕 地 球 运动 时 , 离 地 心 近 时 速度 大 , 离 地 心 远 时 
速度 小 。 
例 12-3 图 12-7a 中 ,小 球 A,B 以 细 强 相连 ,质量 皆 为 m ,其余 构件 质量 不 计 。 忽 略 


PR, RA EM = 自由 转动 ,初始 时 系统 的 角速度 为 wo。 当 细 强 拉 断后 , 求 各 杆 与 铬 垂 
线 成 9 角 时 系统 的 角速度 w( 图 12-7b)。 


12-7 


R: 此 系统 所 受 的 重力 和 轴承 的 约束 力 对 于 转轴 的 矩 者 等于零 ,因此 系统 对 于 转轴 的 
WRATH. 


4 6-0 ae 

Ід =2 maw) a=2ma’ wo 
当 040 时 he 

Г. =2m(a + lsin 6)? w 
由 工 , = L., ,得 


2 
a 
(а + isin 0)! “° 


$12-3 刚体 绕 定 轴 的 转动 微分 方程 
设 定 轴 转 动 刚体 上 作用 有 主动 力 F, Fr, F, 和 轴承 约束 力 Fw ,Fw ,如 


12-8 所 示 , 这 些 力 都 是 外 力 。 刚 体 对 于 z 轴 的 转动 惯量 为 J. ,角速度 为 в, 
对 于 z ЗЕЯ ЫЈ о, 


SCE me te ORR ене инно RS 


ноо aaa (sas awer A a 
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如 果 不 计 轴承 中 的 摩擦 ,轴承 约束 力 对 于 z 轴 的 
力矩 等 于 零 ,根据 质点 系 对 于 zx 轴 的 动量 和 矩 定理 有 


d _ n 
379) = 之 M-(P) 


或 
do ч 
J. ағ = 21M. (F,) (12 — 11) 
上 式 也 可 写成 
Ја = УМ, (Е) (12-11) 
或 


J. Фм, (р) (12-11) 
以 上 各 式 均 称 为 刚体 绕 定 轴 转动 微分 方程 。 
由 式 (12- 11) "可见, 刚体 绕 定 轴 转 动 时 ,其 主动 力 对 转轴 的 矩 使 刚体 转动 
状态 发 生变 化 。 力 矩 大 ,转动 角 加 速度 大 ;如 力矩 相同 ,刚体 转动 惯量 大 , 则 角 加 
速度 小 ,反之 , 角 加 速度 大 。 可 见 ,刚体 转动 惯量 的 大 小 表现 了 刚体 转动 状态 改 
变 的 难 易 程度 , 即 :转动 惯量 是 刚体 转动 惯性 的 度量 。 
刚体 的 转动 微分 方程 Ja = 本 M,(F) 与 质点 的 运动 微分 方程 ma = HF 有 
相似 的 形式 ,因而 ,其 求解 方法 也 是 相似 的 。 
例 12-4 如 图 12-9 所 示 , 已 知 滑轮 半径 为 R, 转 动 惯 量 为 了 ,带动 滑轮 的 胶带 拉力 为 
F, 和 F,。 求 滑轮 的 角 加 速度 a。 
R: 根据 刚体 绕 定 轴 的 转动 微分 方程 有 F, 
Ja=(F,~F,)R 


THE 
= (F, -Е,)Е 
i T 


由 上 式 可 见 , 只 有 当 定 滑轮 为 匀速 转动 (包括 静止 ) 或 虽 
非 匀速 转动 ,但 可 忽略 滑轮 的 转动 惯量 时 , 跨 过 定 滑轮 的 胶带 
拉力 才 是 相等 的 。 

例 12-5 图 12-10 中 物理 摆 (或 称 为 复 摆 ) 的 质量 为 图 12-9 
mC 为 其 质心 , 押 对 悬挂 点 的 转动 惯量 为 J。。 求 微小 押 动 的 周期 。 


М: 设 9 角 以 道 时针 方向 为 正 。 当 小 p 角 为 正 时 ,重力 对 点 O 之 矩 为 负 。 由 此 , 摆 的 
转动 微分 方程 为 


Jo fe. — mgasin 9 
刚体 作 微小 摆动 ,有 sin 29 ,于 是 转动 微分 方程 可 写 为 


d 
Jo a. - mgag 
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do, mga =0 
d Jo? 


ф= @ sin КЕЛ) 
о 


po 称 为 角 振幅 ,9 是 初 相位 ,它们 都 由 运动 初始 条 件 确定 。 


摆动 周期 为 
To 
Тад ga 图 12-10 


工程 中 可 用 上 式 ,通过 测定 零件 (如 曲柄 . 连 杆 等 ) 的 摆动 周期 ,以 计算 其 转动 惯量 。 

例 12~6 飞轮 对 轴 O 的 转动 惯量 为 J ,以 角速度 o 绕 轴 O 转动 ,如 图 12-11 所 示 。 
制 动 时 , 闸 块 给 轮 以 正 压 力 Fk 。 已 知 闸 块 与 轮 之 间 的 滑动 摩 氛 因数 为 f, 轮 的 半径 为 ЮЕ, 
承 的 摩擦 忽略 不 计 。 求 制 动 所 需 的 时 间 2 

N: 以 轮 为 研究 对 象 。 作 用 于 轮 上 的 力 除 F. 外 ,还 有 
摩擦 力 FMEA BRAK. BGM EH IE, В 
动 微分 方程 为 


此 方程 的 通 解 为 


w 


dw _ pp _ 
Jo 99 = РЕ = fF. R 
将 上 式 积 分 ,并 根据 已 知 条 件 确定 积分 上 下 限 , 有 
f Jodw = [тка 


由 此 解 得 


Jowo 


JEn R 
0112-7 传动 轴 系 如 图 12 12а BAR. WM MO OSM RB, 和 J ,传动 


t= 


比 2,8, AR, 分 别 为 轮 工 和 了 的 半径 。 今 在 轴 EERE M, П FT B 


力矩 M, ,转向 如 图 所 示 。 设 各 处 摩擦 忽略 不 计 , 求 轴 工 的 角 加 速度 。 
R: WI SMI 为 两 个 转动 刚体 ,应 分 别 取 为 两 个 研究 对 象 , 受 力 情况 如 图 12 — 12b 所 
示 。 
两 轴 对 轴 心 的 转动 微分 方程 分 别 为 
Да, = M, -Е,ЁЕ,, „а; = Е.К, —М, 


, _ aj _. _ R: 4 
因 F, = 下 ,， n LIR TER 
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图 12- 12 


812-4 网 体 对 轴 的 转动 惯量 


刚体 的 转动 惯量 是 刚体 转动 时 惯性 的 度量 ,刚体 对 任意 轴 z 的 转动 惯量 定 
义 为 
J. = У) тү (12 ~ 12) 


量 的 大 小 。 例 如 往复 式 活塞 发 动机 、 冲 床 和 前 
床 等 机 器 常 在 转轴 上 安装 一 个 大 飞轮 ,并 使 飞 
轮 的 质量 大 部 分 分 布 在 轮 缘 ,如 图 12 - 13 所 
示 。 这 样 的 飞轮 转动 惯量 大 ,机 器 受到 冲击 时 ， 
角 加 速度 小 ,可 以 保持 比较 平稳 的 运转 状态 。 
又 如 ,仪表 中 的 某 些 零件 必须 具有 较 高 的 灵敏 
度 ,因此 这 些 零 件 的 转动 惯量 必须 尽 可 能 地 小 ， 


HERTE ,转动 惯量 的 大 小 不 仅 与 质量 大 小 有 关 , 而 且 与 质量 的 分 布 情况 有 
为 此 ,这些 零件 用 轻金属 制 成 ,并 且 尽 量 减 小 体积 。 
1. 简单 形状 物体 的 转动 惯量 计算 


关 。 在 国际 单位 制 中 其 单位 为 kgm 
(1) 均 质 细 直 杆 ( 图 12 - 14) 对 于 z 轴 的 转动 惯量 


工程 中 ,常常 根据 工作 需要 来 选 定 转动 惯 
设 杆 长 为 !, 单 位 长 度 的 质量 为 p, , 取 杆 上 一 微 自 dz ,其 质量 m= ох, 
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此 杆 对 于 z 轴 的 转动 惯量 为 
J. = f Cade z) = py 
杆 的 质量 m = pl, T E 
_ 1 ,2 _ 


(2) 均 质 薄 圆 环 ( 图 12 - 15) 对 于 中 心 图 12- 14 


轴 的 转动 惯量 
设 圆 环 质量 为 m ,质量 п, 到 中 心 轴 的 距离 都 等 于 半径 尺 ,所 以 圆 环 对 于 中 


心 轴 z 的 转动 惯量 为 


J. = У)т.В? = ВУ т, = mR? (12-14) 


图 12-15 Ё 12-16 


(3) 均 质 圆 板 (图 12 - 16) 对 于 中 心 轴 的 转动 惯量 

设 圆 板 的 半径 为 R ,质量 为 m 。 将 圆 板 分 为 无 数 同心 的 薄 圆 环 , 任 一 圆 环 
的 半径 为 ~” ,宽度 为 dr, , 则 薄 圆 环 的 质量 为 

т, =2nr,dr;* pa 
ҖИР pa = 7z, 是 均 质 圆 板 单位 面积 的 质量 。 因 此 圆 板 对 于 中 心 轴 的 转动 惯量 
为 
Jo = [ 2xro,dr°* r? = 2np,4 R. 
或 
Jo = > mR’ (12-15) 


2. 回转 半径 (或 惯性 半径 ) 
回转 半径 (或 惯性 半径 ) 定 义 为 


р. = J: (12-16) 
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对 于 几何 形状 相同 的 均 质 物体 ,其 回转 半径 的 公式 是 相同 的 ,例如 : 


AEF о. У,у pRB o. =Y2R 


由 式 (12 - 16) ,# 
J. = тр? (12-17) 
即 物体 的 转动 惯量 等 于 该 物体 的 质量 与 回转 半径 平方 的 乘积 。 
”在 机 械 工程 手册 中 , 列 出 了 简单 几何 形状 或 几何 形状 已 标准 化 的 零件 的 回 
转 半径 ,以 供 工程 技术 人 员 查 阅 。 
з. 平行 轴 定 理 
定理 ”刚体 对 于 任 一 轴 的 转动 惯量 ,等 于 刚体 对 于 通过 质心 .并 与 该 轴 平 行 
的 轴 的 转动 惯量 ,加 上 刚体 的 质量 与 两 轴 间 距离 平方 的 乘积 , 即 
J. = J.c + та? (12-18) 
证 明 : 如 图 12-17 所 示 , 设 点 C 为 刚体 的 质心 ,刚体 对 于 通过 质心 的 z, 轴 
的 转动 惯量 为 J. ,刚体 对 于 平行 于 该 轴 的 另 一 轴 z 的 转动 惯量 为 J. ,两 轴 间 距 
5а. FIA C,O 两 点 为 原点 , 作 直 角 坐 标 轴 系 Cx yi z, Ж Oxyz ,不 失 一 
般 性 ,可 令 轴 y Уну 重合 。 由 图 易 见 : 
J. = тт = Ут, (хі + у?) ,Ј, = Ўта? = Ут, (х + у?) 
因为 х=ху,у= у +d, FR 
J.=2>;m,[z1 + (y, + dV] = т, (а + у?) +2d>im,y, + d* im, 
由 质心 坐标 公式 
= 2 ту! 
т 


Ус 


当 坐 标 原 点 取 在 质心 CM, ус = 0, 
2 m,y, = 0, LA > т, = m ,于 是 得 
J. = J.c + md’ 

定理 证 毕 。 

由 平行 轴 定 理 可 知 ,刚体 对 于 诸 
平行 轴 , 以 通过 质心 的 轴 的 转动 惯量 “> 
为 最 小 。 图 12-17 

例 12-8 质量 为 m, 长 为 /的 均 质 细 直 杆 如 图 12 18 所 示 , 求 此 杆 对 于 垂直 于 杆 轴 上 且 
通过 质心 C 的 轴 zc 的 转动 惯量 。 

解 : 由 式 (12- 13) 知 , 均 质 细 直 杆 对 于 通过 杆 端点 A 且 与 标牌 直 的 z 轴 的 转动 惯量 为 
1 


z = -y ml? 
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应 用 平行 轴 定 理 , 对 于 zc 轴 的 转动 惯量 为 


2 
Je=J.-m[+ ) = mb (12-19) 


Æ 12-18 E 12-19 


例 12-9 钟 摆 简 化 如 图 12 - 19 所 示 。 已 知 均 质 细 杆 和 均 质 圆 盘 的 质量 分 别 为 m 和 
m2 , 杆 长 为 1, 圆 盘 直 径 为 d。 求 摆 对 于 通过 悬挂 点 O 的 水 平 轴 的 转动 惯量 。 
М: 摆 对 于 水 平 轴 O 的 转动 惯量 
Jo = Јов + Jos 
式 中 


1 
Jon =m 


设 Je 为 圆 盘 对 于 中 心 C 的 转动 惯量 , 则 


Јов =Jetm (1424Y 


于 是 得 
тт. [+a + P + а) 

0112-10 如 图 12-20 所 示 , 质 量 为 m 的 均 质 空 心 圆柱 体外 径 为 R, ,内 径 为 R,, 求 对 
于 中 心 轴 z 的 转动 惯量 。 | 

解 : 空心 圆柱 可 看 成 由 两 个 实心 圆柱 体 组 
成 ,外 圆柱 体 的 转动 惯量 为 J, ,内 圆柱 体 的 转动 惯 
BJ, (Н, Ер 

J.=J - J, 

Ў mi 、m, 分 别 为 外 内 圆柱 体 的 质量 , 则 


1 1 
Ji =g m К, = от, R; 


图 12-20 
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于 是 


1 1 
Ј.= > m Ri -—m, R; 


2 
设 单位 体积 的 质量 为 o, M 
m, = pxRi l,m, = pxRjl 
代入 前 式 ,得 
J. = 本 prl(R1 - Ri) = Fori (Ri — RI)(R? + RÈ) 
注意 到 ori (RÌ - R?) = m, UA 
I. = m(R1+ ЕЗ) (12-20) 


工程 中 ,对 于 几何 形状 复杂 的 物体 ,常用 实验 方法 测定 其 转动 惯量 。 
例如 ,欲求 曲柄 对 于 轴 O 的 转动 惯量 ,可 将 曲柄 在 轴 O 悬挂 起 来 ,并 使 其 
作 微 幅 摆 动 ,如 图 12-21 所 示 。 由 例 12 — 5 有 


T=2n,/ J_ 
mgl 


其 中 mg 为 曲柄 重量 ,i 为 重心 C 到 轴 心 O 的 距离 。 测 定 mg, 和 摆动 周期 工 ， 
则 曲柄 对 于 轴 O 的 转动 惯量 可 按照 下 式 计算 : 


_ T°mgl 
J=- 
т 


图 12-21 12-22 


又 如 ,欲求 贺 轮 对 于 中 心 轴 的 转动 惯量 ,可 用 单 轴 扭 振 ( 图 12 - 22а). = 
ARSE HR (А 12 - 22b) 等 方法 测定 扭 振 局 期 ,根据 周期 与 转动 惯量 之 间 的 关系 
计算 转动 惯量 。 


表 12 一 1 列 出 一 些 常 见 均 质 物体 的 转动 惯量 和 惯性 半径 ,供应 用 。 
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均 质 物体 的 转动 惯量 
物体 的 _ кые 
ө | fi E 转动 惯量 惯性 半径 
z 2с М 
„=! © “TR 
细 直 村 ° n ^з 
0 =P 一 一 一 
C J 3 ГД В 
Жж 
回 简 p, = К 
= Е 
ЎР 
BE o=o = 


空心 


圆柱 


= т 2 2 
= 五 GR +1) 


/ 1 2472 
GR +P) 


体积 


2xRih 


xR? 


б. =A/ F(R +77) [08° – 2) 


W = 2 
_ 2 3 
空心 球 eV ZR > Rh 
2 
实心 球 a = mR =,/ 2 4 
J. 5 mR D. =. =R R: 
J. = 3 2 = 3 
: 而 PN тй” 
圆锥 体 J. = J, e: = p, +r] 
3 
_ 3 
= gla’ +0) у Gr + P) 
— | 
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续 表 
物体 的 简 图 转动 惯量 惯性 半径 体积 
形状 
2 3 2 2 2 
圆 环 R кр" 207 R 
Lyre 
椭圆 形 а. парћ 
薄板 2 
b 
2 
= (02 +5) 10а +62) 
Lp a 12 
长 方 体 J, =p (a +c) Py FA f POETS abc 
Lae +e) = Бө +) 
1„=-+у(а* +) 
= 1 1,2, 
矩形 pe +6) 


§12-5 质点 系 相 对 于 质心 的 动量 矩 定理 


前 面 阐述 的 动量 矩 定理 只 适用 于 惯性 参考 系 中 的 固定 点 或 固定 轴 , 对 于 一 


般 的 动 点 或 动 轴 ,动量 矩 定 理 具有 较 复杂 的 形式 。 然 而 ,相对 于 质点 系 的 质心 或 
通过 质心 的 动 轴 ,动量 抢 定 理 仍 保持 其 简单 的 形式 。 
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以 质心 C 为 原点 , 取 一 平移 参考 系 Сту: 如 图 12 - 23。 在 此 平移 参考 系 
内 , 任 一 质点 m, 的 相对 矢 径 为 rt 、 相 对 速度 为 v., , 令 质 点 系 相 对 于 其 质心 C 的 
动量 矩 为 

Le= 2Mc(m, v,,) = >р, X m, U, 

(12—21) 

实际 上 ,以 质点 的 相对 速度 或 以 其 绝对 
速度 计算 质点 系 对 于 质心 的 动量 矩 ,其 结果 
是 相等 的 (读者 可 自行 推 证 )。 即 

Г. 三 =r, X m, V= ur, X m; 0, 

质点 т, 对 固定 点 O 的 矢 径 为 r, 、 绝 对 x 
速度 为 w , 则 质点 系 对 定点 O 的 动量 矩 为 

Lo =2;Mo(m, ъ,) = Sr; х т; ©; 
由 图 可 见 


图 12—23 


ri=retr; 
于 是 
Lo =>(rc + rí ) X m, v; 
= rc X mv + Dr, X m, v, 
根据 点 的 速度 合成 定理 ,有 
0, = wc + v, 
由 质点 系 动量 计算 式 (11- 1) 和 (11- 3) ,有 
Ут, 0; = m mc 
其 中 m 为 质点 系 总 质量 ,ve 为 其 质心 C 的 速度 。 代入 上 两 式 , 质 点 系 对 于 定点 
O ЕЖУ у 
Lo = rç X m oç + Dr, X m, ъс + Er, X mi V, 
上 式 最 后 一 项 就 是 工 c ,而 由 质心 坐标 公式 有 
mr, = mre 
其 中 rc 为 质心 C XF SB Cry = WRB, WHC 为 此 动 系 的 原点 ,显然 ro = 
0, 即 过 mirf =0, 于 是 上 式 中 间 一 项 为 零 ,而 
Lo = rc X m oc + Lc (12-22) 
式 (12 -22) 表 明 , 质 点 系 对 任 一 点 O 的 动量 矩 等 于 集中 于 系统 质心 的 动量 
mwc 对 于 点 O 的 动量 和 矩 再 加 上 此 系统 对 于 质心 C МЕЖІ. (为 矢量 和 )。 
质点 系 对 于 定点 O 的 动量 矩 定理 可 写成 


а _ d А _ А (е) 
dr Tg "eX mc + Le) = 之 x F; 


512-6 网 体 的 平面 运动 微分 方程 


展开 上 式 括 弧 ,注意 右 端 项 中 r= rc + r; ,于 是 上 式 化 为 
dL 
= Yre x FP + уух F 
因为 


dre _ d Uc 
dt 
Xu =0, maç =ŅF® 


于 是 上 式 成 为 


dle. Six pp 
上 式 右 端 是 外 力 对 于 质心 的 主 矩 ,于 是 得 


are = = Ум, ( Е ) 
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(12-23) 


ШИК кї ЖАН T JA D R B BEE A BJ ЇЇ НО, E TE TUAR ТЮ ЭК ЭЛИ ER 1. 
的 主 矩 。 这 个 结论 称 为 质点 系 对 于 质心 的 动量 矩 定理 。 该 定理 在 形式 上 与 质点 


系 对 于 固定 点 的 动量 矩 定理 完全 一 样 。 


512-6 刚体 的 平面 运动 微分 方程 


平面 运动 刚体 的 位 置 , 可 由 基点 的 位 置 与 刚体 绕 基 点 的 转角 确定 。 取 质心 
С 为 基点 ,如 图 12 -24 所 示 , 它 的 坐标 为 rc,ye。 设 D 为 刚体 上 的 任 一 点 , CD 
与 x 轴 的 夹 角 为 p, 则 刚体 的 位 置 可 由 zc ,yc Жр 确定 。 刚 体 的 运动 分 解 为 随 


质心 的 平移 和 绕 质 心 的 转动 两 部 分 。 

12-24 中 Cr'y 为 固 连 于 质心 C 的 平移 参 ， 
考 系 ,平面 运动 刚体 相对 于 此 动 系 的 运动 就 是 绕 质 “ 
心 C 的 转动 , 则 刚体 对 质心 的 动量 矩 为 

Lc = Jew (12-24) 

其 中 J 为 刚体 对 通过 质心 C 且 与 运动 平面 垂直 的 
轴 的 转动 惯量 ,w 为 其 角速度 。 

设 在 刚体 上 作用 的 外 力 可 向 质心 所 在 的 运动 < 
平面 简化 为 一 平面 力 系 F, ,F, ,Fs ,… F, , 则 应 用 


ee et me er ar 


图 12—24 
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质心 运动 定理 和 相对 于 质心 的 动量 矩 定理 ,得 


тас = УЕ ,S (сю) = Jea = ЭУ Мс(Е“) (12-25) 


其 中 m 为 刚体 质量 ac 为 质心 加 速度 ,a = Sy FH AIEE. 上 式 也 可 写成 


Pre to Фф _ (e) _ 
ч? = Е, Је at = 2 Мс(Е ) (12 - 26) 
以 上 两 式 称 为 刚体 的 平面 运动 微分 方程 。 应 用 时 ,前 一 式 取 其 投影 式 。 

W12-11 半径 为 "\ 质 量 为 m 的 均 质 圆 轮 沿 水 平 直 线 滚 动 ,如 图 12 - 25 所 示 。 设 轮 
的 惯性 半径 为 pc ,作用 于 圆 轮 的 力 偶 矩 为 M。 求 轮 心 的 加 速度 。 如 果 圆 轮 对 地 面 的 静 滑 动 
摩擦 因数 为 上 , 问 力 偶 矩 M 必须 符合 什么 条 件 方 不 致使 圆 轮滑 动 ? 

Ж: 根据 刚体 的 平面 运动 微分 方程 可 列 出 如 下 三 个 方程 : 


mac, = F 


m 


mac, = Fy - mg 
moca = М- Fr 
RP M Ma 均 以 顺 时 针 转 向 为 正 。 因 acy =0,# ас, = ac。 
根据 圆 轮 滚 而 不 汕 的 条 件 ,有 ac = ra。 以 此 式 与 上 列 三 方程 
联 立 求解 ,得 


F= тас, Fy=mg 


a= Mr м= ЁО t ee) 
“mee tr) r : 


OK GRA ЖЖ 50, ЖЖ ЕСЕМ, 了 二 六 mg。 于 是 得 圆 轮 只 滚 不 滑 的 条 
件 为 i 


242 
M<f,mg — Ë 


012-12 均 质 贺 轮 半径 为 ,质量 为 т ,受到 轻微 扰动 后 ,在 半径 为 R 的 圆 弧 上 往复 
滚动 ,如 图 12-26 所 示 。 设 表面 足够 粗糙 ,使 圆 轮 在 滚动 时 无 滑动 。 求 质心 C 的 运动 规律 。 

A: 圆 轮 在 曲面 上 作 平 面 运动 ,受到 的 外 力 有 重力 mg , 圆 弧 表面 的 法 向 约束 力 F, 和 
RRJ F. | 

设 9 角 以 道 时 针 方 向 为 正 , 取 切线 轴 的 正 向 如 图 ,并 设 圆 办 以 顺 时 针 转 动 为 正 , 则 图 示 
瞬时 刚体 平面 运动 微分 方程 在 自然 轴 上 的 投影 式 为 


mac = F — mgsin 0 (a) 

2 
m R = Fy — mgcos 0 (b) 
Joa = — Fr (c) 


由 运动 学 知 , 当 圆 轮 只 滚 不 滑 时 , 角 加 速度 的 大 小 为 


aaam 
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BU s 为 质心 的 弧 坐 标 ,由 图 12- 26 有 
s=(R-r)8 


2 
注意 到 al. = Gide = 地 mr?, 当 9 很 小 时 ,sin 8 


9, 联 立 式 (a)、(c)、(qd) 求 得 


5 = 26, ЕЖ 


此 方程 的 解 为 
s= sasin (wot + 8) 
式 中 so A 8 为 两 个 常数 ,由 运动 起 始 条 件 确定 。 如 :=0 时 ,s=0, 初 速度 为 w ,于 是 
0= sosin 8, Vo = so wg cos В 


解 得 


最 后 得 质心 沿 轨 迹 的 运动 方程 


-VS 


由 式 (b) 可 求 得 贺 轮 在 沙 动 时 对 地 面 的 压力 FA 


2 
ve 


Py = Fy = m po 


式 中 右 端 第 一 项 为 附加 动 压力 ,其 中 


+ mgcos 0 


ve = = voces ( + £ :) 


小 结 
1. HEH 
质点 对 点 O 的 动量 矩 是 矢量 
-Mo(mvu)=rXme 
质点 系 对 于 点 O 的 动量 矩 也 是 矢量 ,为 
Lo= > Mo(m, v;)= >r, X mi №, 


4 = 轴 通 过 点 O , 则 质点 系 对 于 z 轴 的 动量 矩 ,为 


Re уз Ерй минен дне 
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= > M,(m;v;)=[Lo], 
С 为 质点 系 的 质心 ,对 任 一 点 O 有 


Lo = Lc t rc X mvc 
2. 动量 矩 定理 
对 于 定点 O MER: 有 


аро _ (e) dL. _ (e) 
J; UMo(F эд М,(Е°) 


a С 为 质心 .C, 轴 通 过 质心 ,也 有 


s= D мове), GE = D Ma FP) 
3. 转动 惯量 
J. = mr’ 
# zc 与 z 轴 平 行 ,有 
J. = J.c + md? 
4. 刚体 绕 = 轴 转 动 的 动量 矩 为 
L, = J,w 


E = 轴 为 定 轴 或 通过 质心 ,有 
J.a = >M.(F°2) 
5. 刚体 的 平面 运动 微分 方程 为 
тас = УЕ „Јоса = > Mc-(F°Š2) 


思 = а 


12-1 某 质 点 对 于 某 定 点 O 的 动量 矩 矢 量 表达 式 为 
Lo=6i+(82+5)j-(£—-7)k 

式 中 上 为 时 间 , k 为 沿 固定 直角 坐标 轴 的 单位 矢量 。 求 此 质点 上 作用 力 对 点 O 的 力矩 。 

12-2 某 质 点 系 对 空间 任 一 固定 点 的 动量 矩 都 完全 相同 , 且 不 等 于 零 。 这 种 运动 情况 
可 能 吗 ? 

12-3 平面 运动 刚体 ,如 所 受 外 力主 矢 为 零 ,刚体 只 能 是 绕 质 心 的 转动 吗 ? 如 所 受 外 力 
对 质心 的 主 抢 为 零 ,刚体 只 能 是 平移 吗 ? | 

12-4 试 计算 第 十 一 章 思考 题 11 -1 题 中 a,b,d,e 各 物体 对 其 转轴 的 动量 矩 。 

12-5 И 12-27 所 示 传动 系统 中 三 ,六 为 轮 工 、 轮 卫 的 转动 惯量 , 轮 I 的 角 加 速度 


ay ЖЯ? 


12-6 如 图 12-28 所 示 , 在 铅 垂 面 内 , 杆 Oh 可 绕 轴 O 自由 转动 , 均 质 圆 盘 可 绕 其 质 
心 轴 A 自由 转动 。 如 杆 OA 水 平时 系统 为 静止 , 问 自 由 释放 后 国 盘 作 什么 运动 ? 


习 题 279 


I 
p Oo ü 
II P 


图 12-27 E 12-28 
12-7 质量 为 m 的 均 质 圆 盘 , 平 放 在 光滑 的 水 平面 上 ,其 受 力 情况 如 图 12 - 29 所 示 。 
设 开始 时 , 贺 盘 静止 ,图 中 -= 长 。 试 说 明 各 圆 盘 将 如 何 运动 。 


图 12—29 


12-8 一 半径 为 R 的 均 质 圆 轮 在 水 平面 上 只 滚动 而 不 滑动 。 如 不 计 滚动 摩 阻 ,试问 在 
下 列 两 种 情况 下 , 轮 心 的 加 速度 是 否 相等 ?9 接触 面 的 摩擦 力 是否 相 同 ? 
(1) 在 轮 上 作用 一 顺 时 针 转 向 的 力 偶 , 力 偶 矩 为 M; 


(2) 在 轮 心 作用 一 水 平 向 右 的 力 F, Е=М, 


12-9 均 质 圆 轮 沿 水 平面 只 滚 不 滑 ,如 在 圆 轮 面 内 作用 一 水 平 力 F. 间 力 作用 于 什么 
位 置 能 使 地 面 摩擦 力 等 于 零 ? 在 什么 情况 下 ,地 面 摩擦 力 能 与 力 下 同方 向 ? 

12-10 均 质 圆 轮 沿 地 面 只 滚 不 滑 时 , 轮 与 地 面 接触 点 P 为 瞬 心 ,此 时 恰 有 Jpa = Mpo 
AP J, 为 轮 对 瞬 心 的 转动 惯量 , 为 角 加 速度 , M, 为 外 力 对 瞬 心 的 力矩 。 对 一 般 平 面 运动 
刚体 ,上 式 对 吗 ? 用 于 此 轮 为 什么 能 对 ? 

12-11 类 比 式 (12 - 22) ,质点 系 对 任 一 动 点 A 的 动量 矩 与 固定 点 O 的 动量 矩 之 间 有 
什么 关系 ? | 


3J Ж 
12-1 质量 为 m 的 点 在 平面 Oxy 内 运动 ,其 运动 方程 为 


ж = acos wt, y= bsin 2wt 


其 中 а,Ь Ж 为 常量 。 求 质点 对 原点 O 的 动量 矩 。 
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12-2 ЖШ OA 以 角速度 wo SRO 转动 ,质量 m =25 kg 半径 R = 200 mm 的 均 质 
НАИ УЖЕ РН ОА 的 点 A ,如 图 所 示 。 在 图 a 中 , 圆 盘 与 杆 OA 焊接 在 一 起 ;在 图 
b 中 , 圆 盘 与 杆 OA 在 点 A RE, AWW OA 以 角速度 ww, UNE MBH AB c 中 , 圆 盘 相 
对 杆 OA 以 角速度 o, 顺 时 针 向 转动 。 已 知 wo = о, = 4 rad/s, 计 算 在 此 三 种 情况 下 , 圆 盘 对 
轴 O 的 动量 矩 。 


题 12-2 图 


12-3 如 图 所 示 ,质量 为 m 的 偏心 轮 在 水 平面 上 作 平面 运动 。 轮 子 轴 心 为 A ,质心 为 
C,AC=e; 轮 子 半径 为 R, 对 轴 心 A 的 转动 惯量 为 J ;C, А,В 三 点 在 同一 铅 直 线 上 。(1) 
当 轮子 只 滚 不 滑 时 , 若 w 已 知 , 求 轮子 的 动量 和 对 地 面 上 B 点 的 动量 矩 。(2) HEFELE 
滑 时 , 若 w ,w 已 知 , 求 轮子 的 动量 和 对 地 面 上 B 点 的 动量 矩 。 


题 12-3 图 题 12-4 图 
12-4 一 半径 为 R、 质 量 为 m, 的 均 质 圆 盘 ,可 绕 通过 其 中 心 O ЮА МХЕ 


Aae ARa OEE RAE S Ea eA ee E o aana a 
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转 ,如 图 所 示 。 一 质量 为 m 的 人 在 盘 上 由 点 BRAE =La 沿 半径 为 r 的 圆周 行走 。 


开始 时 , 圆 盘 和 人 静止 。 求 圆 盘 的 角速度 和 角 加 速度 。 

12-5 图 示 水 平 圆 板 可 绕 x 轴 转 动 。 在 圆 板 上 有 一 
质点 M 作 圆 周 运动 ,已 知 其 速度 的 大 小 为 常量 ,等 于 vy, 
质点 M 的 质量 为 m , 圆 的 半径 为 ,圆心 到 z 轴 的 距离 为 
1 ,点 M 在 圆 板 上 的 位 置 由 角 确定 ,如 图 所 示 。 如 圆 板 
的 转动 惯量 为 了, 并且 当 点 M É z 轴 最 远 在 点 M. 时 ,图 
板 的 角速度 为 零 。 轴 的 摩擦 和 空气 阻力 略 去 不 计 , 求 贺 板 
的 角速度 与 p 角 的 关系 。 

12-6 图 示 A 为 离合 器 ,开始 时 轮 2 静止 , 轮 1 具有 
角速度 w。。 当 离合 器 接合 后 ,依靠 摩擦 使 轮 2 启动。 已 x 
知 轮 1 和 2 的 转动 惯量 分 别 为 J， 和 J,。 求 :(1) 当 离合 器 
接合 后 ,两 轮 共 同 转动 的 角速度 ;(2) 车 经 过 1 秒 两 轮 的 转 812-58 
速 相 同 , 求 离合 器 应 有 多 大 的 摩擦 力矩 。 

12-7 图 示 两 轮 的 半径 各 为 R 和 R, ,其 质量 各 为 m 和 m; ,两 轮 以 胶带 相连 接 , 各 
绕 两 平行 的 固定 轴 转 动 。 如 在 第 一 个 带 轮 上 作用 和 矩 为 M 的 主动 力 偶 , 在 第 二 个 带 轮 上 作用 


WN M 的 阻力 偶 。 带 轮 可 视 为 均 质 圆 盘 , 胶 带 与 轮 间 无 滑动 ,胶带 质量 赂 去 不 计 。 求 第 一 
个 带 轮 的 角 加 速度 。 


题 12-6 图 112-78 

12-8 如 图 所 示 ,为 求 半 径 R=0.5 m 的 飞轮 对 于 通过 其 重心 轴 

A 的 转动 惯量 ,在 飞轮 上 绕 以 细 绳 , 绳 的 末端 系 一 质量 为 m =8 kg 的 

重 锤 , 重 锤 自 高 度 h=2 m 处 落下 , 测 得 落下 时 间 2 = 16 s。 为 消去 轴 

KEENE , 青 用 质量 为 m= 4 kg 的 重 锤 作 第 二 次 试验 ,此 重 锤 自 

同一 高 度 落下 的 时 间 为 г, = 25 s。 假 定 摩擦 力矩 为 一 常数 , 且 与 重 锤 

的 重量 无 关 , 求 飞轮 的 转动 惯量 和 轴承 的 摩擦 力矩 。 

12-9 图 示 通 风机 的 转动 部 分 以 初 角速度 o, Bhd he ws 

气 的 阻力 矩 与 角速度 成 正比 , 即 M= 如 ,其 中 上 为 常数 。 如 转动 部 分 

对 其 轴 的 转动 惯量 为 ], 问 经 过 多 少时 间 其 转动 角速度 减少 为 初 角 速 
度 的 一 半 ? 又 在 此 时 间 内 共 转 过 多 少 转 ? 题 12-8 图 

12-10 图 示 离 心 式 空 气压 缩 机 的 转速 n = 8 600 rjmin, 体 积 流量 为 gy = 370 m/min, 

第 一 级 叶轮 气 道 进口 直径 为 D, =0.355 ш, НОВ р, =0.6 m, 气流 进口 绝对 速度 v, 
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=109 m/s, 与 切线 成 角 0, = 90 ;气流 出 口 绝对 速度 w = 183 m/s, 与 切线 成 角 0, = 21°30”, 
设 空气 密度 o= 1.16 kg/m , 试 求 这 一 级 叶轮 的 转 矩 。 


题 12-9 图 题 12- 10 图 


12-11 均 质 贺 轮 AREY m ,半径 为 x, ,以 角速度 o 绕 杆 OA 的 A 端 转动 ,此 时 将 轮 
放置 在 质量 为 m, 的 另 一 均 质 圆 轮 B 上 ,其 半径 为 r ,如 图 所 示 。 轮 B 原 为 静止 ,但 可 绕 其 
中 心 轴 自由 转动 。 放 置 后 , 轮 A 的 重量 由 轮 B 支持 。 略 去 轴承 的 摩擦 和 杆 OA 的 重量 ,并 设 
两 轮 间 的 摩擦 因数 为 f。 问 自 轮 A 放 在 轮 B 上 到 两 轮 间 没 有 相对 滑动 为 止 , 经 过 多 少时 间 ? 

12-12 为 求 刚体 对 于 通过 重心 G 的 轴 AB 的 转动 惯量 ,用 两 村 AD , BE 与 刚体 牢固 连 
接 , 并 借 两 杆 将 刚体 活动 地 挂 在 水 平 轴 DE 上 ,如 图 所 示 。 轴 АВ 平行 于 DE, 然后 使 刚体 绕 
轴 DE 作 微小 摆动 , 求 出 振动 周期 T。 如 果 刚 体 的 质量 为 m , 轴 AB 与 DE 间 的 距离 为 人 ,村 
AD 和 BE 的 质量 忽略 不 计 。 求 刚体 对 轴 AB 的 转动 惯量 。 


#12-11} О 8112-12 8 


12-13 如 图 所 示 , 有 一 轮子 , 轴 的 直径 为 50 mm, 无 初速 地 沿 倾角 0 = 20" 的 轨道 只 滚 
不 滑 ,5 秒 内 轮 心 滚 过 的 距离 为 *= 3 m。 求 轮子 对 轮 心 的 惯性 半径 。 

12-14 BWA 质量 为 m, , 系 在 绳子 上 ,绳子 跨 过 不 计 质 量 的 固定 滑轮 D ,并 绕 在 鼓 轮 
BE ,如 图 所 示 。 由 于 重 物 下 降 ,带动 了 轮 C, 使 它 沿 水 平 轨道 只 滚 不 滑 。 设 鼓 轮 半径 为 /， 
© C 的 半径 为 R ,两 者 固 连 在 一 起 ,总 质量 为 m ,对 于 其 水 平 轴 O 的 回转 半径 为 。。 求 重 物 
A 的 加 速度 。 
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题 12- 13 图 题 12-14 图 
12-15 图 示 两 小 球 A 和 日 ,质量 分 别 为 ma =2 kg, ms =1 kg, Н AB=1=0.6 m 的 杆 
连接 。 在 初 瞬时 , 杆 在 水 平 位 置 ,B 不 动 ,而 A 的 速度 oa =0.6 xm/s, 方 向 铅 直 向 上 ,如 图 所 
示 。 杆 的 质量 和 小 球 的 尺寸 忽略 不 计 。 求 (1) 两 小 球 在 重力 作用 下 的 运动 ;(2) 在 上 =2s 
时 ,两 小 球 相对 于 定 坐标 系 Ary 的 位 置 ;(3) :=2 s 时 杆 轴线 方向 的 内 力 。 


题 12-15 图 题 12 - 16 图 


12-16 均 质 圆柱 体 A 的 质量 为 m ,在 外 贺 上 绕 以 细 强 , 强 的 一 端 日 固定 不 动 ,如 图 所 
示 。 当 ВС 铭 重 时 辆 柱 下 降 , 其 初速 为 谷 。 求 当 国 柱 体 的 轴 心 降落 了 高 度 h 时 轴 心 的 速度 和 
绳子 的 张力 。 

12-17 图 示 均 质 杆 AB 长 为 !, 放 在 铅 直 平面 内 , 杆 的 一 端 A Z 
舍 在 光滑 的 锅 直 墙 上 , 另 一 端 B 放 在 光滑 的 水 平地 板 上 ,并 与 水 平面 
成 фо 角 。 此 后 , 杆 由 静止 状态 倒 下 。 求 :(1) 杆 在 任意 位 置 时 的 角 加 
速度 和 角速度 ;(2) 当 杆 脱离 墙 时 ,此 杆 与 水 平面 所 夹 的 角 。 

12-18 如 图 所 示 , 板 的 质量 为 m , 受 水 平 力 下 作用 , 沿 水 平面 
运动 , 板 与 平面 间 的 动 摩擦 因数 为 f。 在 板 上 放 一 质量 为 m 的 均 质 
实心 圆柱 ,此 圆柱 对 板 只 滚 不 滑 。 求 板 的 加 速度 。 І 

12-19 均 质 实心 圆柱 体 A 和 薄 铁 环 B 的 质量 均 为 m ,半径 都 
等 于 ,两 者 用 杆 AB BE ,无 滑动 地 沿 斜面 滚 下 ,斜面 与 水 平面 的 夹 
角 为 6, 如 图 所 示 。 如 杆 的 质量 忽略 不 计 , 求 杆 AB 的 加 速度 和 杆 的 
内 力 。 


题 12-17 图 


284 第 十 二 章 ”动量 矩 定理 


题 12 一 18 图 题 12- 19 图 
12-20 半径 为 r 的 均 质 圆柱 体 的 质量 为 m , 放 在 粗糙 的 水 平面 上 ,如 图 所 未 。 设 其 质 
© C 初速 度 为 we ,方向 水 平 向 右 ,同时 圆柱 如 图 所 示 方 向 转动 ,其 初 角速度 为 wo, 且 有 rw。 < 
ze 。 如 圆柱 体 与 水 平面 的 摩擦 因数 为 f, 问 经 过 多 少时 间 ,圆柱 体 才能 只 滚 不 滑 地 向 前 运动 ， 
并 求 该 瞬时 圆柱 体 中 心 的 速度 。 


题 12-20 图 题 12- 21 图 


12-21 图 示 均 质 圆柱 体 的 质量 为 m ,半径 为 >, 放 在 倾角 为 60" 的 斜面 上 。 一 细 绳 缠绕 
在 圆柱 体 上 ,其 一 端 固定 于 点 A HRSA A 相连 部 分 与 斜面 平行 。 若 圆柱 体 与 斜面 间 的 麻 


AK f= 椰 , 求 其 中 心 沿 斜 面 落下 的 加 速度 ac, 


12-22 A,B 两 轮 质 量 皆 为 mm ,转动 惯量 器 为 m, HA R=2r, 如 图 所 示 。 小 定 滑轮 
С 及 绕 于 两 轮 上 的 细 绳 质量 不 计 , 轮 B 沿 斜面 只 滚 不 滑 。 求 A,B 两 轮 心 的 加 速度 。 


题 12 - 22 图 题 12-23 图 . 


12-23 均 质 圆柱 体 A 和 B 的 质量 均 为 m ,半径 均 为 + ,一 绳 编 在 绕 固 定 轴 O 转动 的 贺 
ЖА 上 , 绳 的 另 一 端 绕 在 圆柱 B 上 ,直线 绳 段 铝 垂 ,如 图 所 示 。 摩 擦 不 计 。 求 : (1) 圆柱 体 В 


习 题 285 


下 落 时 质心 的 加 速度 ;(2) 若 在 圆柱 体 A БЕН BNR B 3 M 的 力 偶 , 试 问 在 什么 
条 件 下 圆柱 体 B 的 质心 加 速度 将 向 上 。 

12-24 ЖЕ m =3 kg НКЕ ЕР = EA = 200 mm HHA SH, DARE TIAE 
动 的 板 上 。 为 了 防止 杆 的 转动 ERE А,В 两 点 固定 两 个 光滑 螺栓 ,整个 系统 位 于 铝 垂 面 
内 , 板 沿 直线 轨道 运动 。 

(1) 车 板 的 加 速度 a =2g(g 为 重力 加 速度 ) , 求 螺栓 A ВЖЕ D 对 弯 杆 的 约束 力 ; 

(2) ESHE А,В 处 均 不 受 力 , 求 板 的 加 速度 a RED 对 弯 杆 的 约束 力 。 


Rü 12-24 图 
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能 量 转换 与 功 之 间 的 关系 是 自然 界 中 各 种 形式 运动 的 普遍 规律 ,在 机 械 运 
动 中 则 表现 为 动能 定理 。 不 同 于 动量 和 动量 矩 定理 ,动能 定理 是 从 能 量 的 角度 
来 分 析 质 点 和 质点 系 的 动力 学 问题 ,有 时 这 是 更 为 方便 和 有 效 的 。 同 时 , 它 还 可 
以 建立 机 械 运 动 与 其 他 形式 运动 之 间 的 联系 。 

本 章 将 讨论 力 的 功 、 动 能 和 势能 等 重要 概念 ,推导 动能 定理 和 机 械 能 守恒 定 
律 ,并 将 综合 运用 动量 定理 、 动 量 矩 定理 和 动能 定理 分 析 较 复杂 的 动力 学 问题 。 


§13-1 J 的 Ж) 


质点 M 在 大 小 和 方向 都 不 变 的 力 严 作用 下 , 沿 直线 走 过 一 段 路 程 ;, 力 下 

在 这 段 路 程 内 所 积累 的 效应 用 力 的 功 来 量度 ,以 W 记 之 ,定义 为 
W = Fcos0° s 

式 中 0 29 J1 F SHRUBA Bl 2 BJ 003 8 WERE, ХЕ БЕ {у , 20 
的 单位 为 J( 焦 耳 ) ,等 于 1 N 的 力 在 同方 向 1 m 路 程 上 作 的 功 。 

质点 M 在 变 力 正 作用 下 沿 曲线 运动 ,如 图 13-1 所 示 。 力 F 在 无 限 小 位 
% dr 中 可 视 为 常 力 ,经 过 的 一 小 段 弧 长 
ds 可 视 为 直线 ,dr TRAR M 的 切 
线 。 在 一 无 限 小 位 移 中 力作 的 功 称 为 元 
功 ,以 8W 记 之 9。 


于 是 有 
ë W = Fcos 0ds (13-1) 图 13_1 
力 在 全 路 程 上 作 的 功 等 于 元 功 之 
和 , Вр 
w= |, Есоз 6ds (13-2) 
上 两 式 也 可 写成 以 下 矢量 点 乘 形 式 ， 
= Ег (13-3) 


Ф 因为 力 的 元 功 只 在 某 些 条 件 下 才 可 能 是 函数 W 的 全 微分 dW, 因 而 将 一 般 力 的 元 功 写成 SW, 
而 不 写成 dW。 
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M, 
w= | F:dr (13-4) 
M, 


由 上 式 可 知 , 当 力 始终 与 质点 位 移 垂 直 时 ,该 力 不 作 功 。 
在 直角 坐标 系 中 ,i,j,k 为 三 坐标 轴 的 单位 矢量 , 则 
Е=Еі+Е,ј+ Ек, dr=dz=i+ dyj + а: 
将 以 上 两 式 代入 式 (13 -4) ,得 到 作用 力 从 М, 到 M, 的 过 程 中 所 作 的 功 


M 
w. = | i (F,dz + F,dy+ F,dz) (13-5) 
M, 


下 面 计算 几 种 常见 力 所 作 的 功 。 

1. 重力 的 功 

设 质点 沿 轨道 由 M, 运动 到 м,н 13-2 所 示 。 其 重力 P = mg 在 直角 
坐标 轴 上 的 投影 为 4 

Е, =0, Е, =0, F. = — mg 

应 用 式 (13 — 5) ,重力 作 功 为 

„= | ~ mgdz= mg(z, — z; ) 

(13-6) , 

可 见 重力 作 功 仅 与 质点 运动 开始 和 末了 位 
置 的 高 度 差 (zi 一 z: ) 有 关 , 与 运动 轨迹 的 
形状 无 关 。 

对 于 质点 系 , 设 质点 i 的 质量 为 m, ,运动 始 未 的 高 度 差 为 (z,, - x), W| 
部 重力 作 功 之 和 为 


> = 2 mgl za — х) 

由 质心 坐标 公式 ,有 
Zc = У тух, 

由 此 可 得 

2 W, = mg (zc, 一 zcz) (13-7) 
式 中 m 为 质点 系 全 部 质量 之 和 , (zc - zo ) 为 运动 始末 位 置 其 质心 的 高 度 差 。 
Bob TM ,重力 作 正 功 ; 质 心 上 移 ,重力 作 负 功 。 质 点 系 重 力作 功 仍 与 质心 的 运 
动 轨迹 形状 无 关 。 

2. 弹性 力 的 功 


物体 受到 弹性 力 的 作用 ,作用 点 A 的 轨迹 为 图 13 - 3 所 示 的 曲线 A, A,。 
在 弹簧 的 弹性 极限 内 ,弹性 力 的 大 小 与 其 变形 量 8 成 正比 , 即 
F= kó 


——— F... 
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13-3 


力 的 方向 总 是 指向 未 变形 时 的 自然 位 置 。 比 例 系 数 & ЕЕЕ ЎН 
性 系数 )。 在 国际 单位 制 中 ,& 的 单位 为 N/m 或 N/mm, 

以 点 O 为 原点 ,点 A 的 矢 径 为 ,其 长 度 为 >。 令 沿 矢 径 方向 的 单位 矢量 
为 e., 弹 簧 的 自然 长 度 为  , 则 弹性 力 

F= -k(r-l)e, 
ЧИКЕ, > 10,7 F Se, 的 方向 相反 ; 当 弹 筑 被 压缩 时 ,r< 如 , 力 正 与 e. 
的 方向 一 致 。 应 用 式 (13- 4) ,点 A HA, 到 А, 时 ,弹性 力作 功 为 
Wi = Ñ Е ағ = Ñ ~ (~ 1,)е,'дг 
因为 | 
еа 254г 00ге) = 4) = 
于 是 
W,, = 2 = kr = Uy dr = [Gri 16) = (rs 09] 
或 
_ E (х2 о _ 
Wr => (à 8;) (13-8) 

上 上 述 推导 中 轨迹 A, A, 可 以 是 空间 任意 曲线 。 由 此 可 见 ,弹性 力作 的 功 只 与 弹 
簧 在 初始 和 末了 位 置 的 变形 量 8 有 关 , 与 力作 用 点 A 的 轨迹 形状 无 关 。 由 式 
(13 一 8) 可 见 , 当 6, >ò, 时 ,弹性 力作 正 功 ;6, < ó, 时 ,弹性 力作 负 功 。 

弹性 力 功 的 大 小 可 由 图 13 一 4 中 所 示 的 阴影 面积 表示 ,其 横 轴 为 弹簧 变形 量 
6, 纵 轴 为 弹性 力 的 大 小 下 。 由 图 可 见 , 当 弹簧 变形 量 由 8, 增 为 ó, ,再 由 02, 增 为 
Ó, 时 ,即使 6, - 6, = 6, — 0, ,在 此 两 段 相 同位 移 内 ,弹性 力作 功 也 是 不 相等 的 。 


re стреми AC ep ua L — —— ap мк у 
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3. 定 轴 转 动 刚体 上 作用 力 的 功 
ЛЕ 与 力作 用 点 A 处 的 轨迹 切线 之 间 的 夹 角 为 9, 如 图 13 一 5 所 示 , 则 力 
下 在 切线 上 的 投影 为 
F, = Fcos 0 
当 刚 体 绕 定 轴 转 动 时 ,转角 о БК s 的 关系 为 
ds= Каф 
式 中 R 为 力作 用 点 4 到 轴 的 垂 距 。 力 F 的 元 功 为 
ŠW = F-dr=F,ds=F,Rdg 
因为 F,R 等 于 力 正 对 于 转轴 z 的 力矩 M. ,于 是 


šW = M.dp (13-9) 
力 下 在 刚体 从 角 e, 到 о, 转动 过 程 中 作 的 功 为 
W, = Ñ М,де (13-10) 


如 果 刚 体 上 作用 一 力 偶 , 则 力 偶 所 作 的 功 仍 可 用 上 式 计算 ,其 中 M. 为 力 偶 
对 转轴 xz 的 抢 ,也 等 于 力 偶 矩 矢 M Er 轴 上 的 投影 。 

4. 平面 运动 刚体 上 力 系 的 功 

平面 运动 刚体 上 力 系 的 功 ,等 于 刚体 上 所 受 各 力作 功 的 代数 和 。 

平面 运动 刚体 上 力 系 的 功 ,也 等 于 力 系 向 质心 简化 所 得 的 力 与 力 偶 作 功 之 
和 ,证 明 如 下 : 

平面 运动 刚体 上 受 有 多 个 力作 用 , 取 刚 体 的 质心 C 为 基点 ， 当 刚 体 有 无 限 
小 位 移 时 , 任 一 力 F, 作用 点 M, 的 位 移 为 

dr, = drc + дг 


其 中 dro 为 质心 的 无 限 小 位 移 ,dric 为 点 M, 绕 质 心 C 的 微小 转动 位 移 , 如 图 
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13-67%. 2 Е, ÆA М, 位 移 上 所 作 元 功 为 
ôW, = Е, 'dr, = Е, ‘гс + Е, ‘dri 
如 刚体 无 限 小 转角 为 dp, 则 转动 位 移 dr. 上 
M;C ,大 小 为 MiC.dp。 因 此 ,上 式 后 一 项 
Е, ‘гс = F,cos 0° М,С:іф = М,(Е,)аф 
其 中 0 AIF, 与 转动 位 移 dric 间 的 夹 角 ,M.(F,) 为 
AF, 对 质心 C ШЖ 
力 系 全 部 力 所 作 元 功 之 和 为 13-6 
dW = DOW, = УЕ, dro + У Mc(F,)do 
= Е, ін. + Medo (13-11) 
其 中 F, 为 力 系 主 矢 , Me 为 力 系 对 质心 的 主 矩 。 刚 体质 心 CHC, 移 到 С,, H 
时 刚体 又 由 p, 转 到 о, 角度 时 , 力 系 作 功 为 


c, P2 
W, = | Fa:dre+ | Mcdo (13-12) 
С, Ф 


可 见 ,平面 运动 刚体 上 力 系 的 功 等 于 力 系 向 质心 简化 所 得 的 力 和 力 偶 作 功 
之 和 。 这 个 结论 也 适用 于 作 一 般 运 动 的 刚体 ,基点 也 可 以 是 刚体 上 任意 一 点 。 


813-2 质点 和 质点 系 的 动能 


1. 质点 的 动能 
设 质点 的 质量 为 m ,速度 为 w , 则 质点 的 动能 为 
1з 

动能 是 标量 , 恒 取 正 值 。 在 国际 单位 制 中 动能 的 单位 也 为 J。 

动能 和 动量 都 是 表征 机 械 运动 的 量 ,前 者 与 质点 速度 的 平方 成 正比 ,是 一 个 
标量 ;后 者 与 质点 速度 的 一 次 方 成 正比 ,是 一 个 矢量 ,它们 是 机 械 运 动 的 两 种 不 
同 的 度量 。 

2. 质点 系 的 动能 

质点 系 内 各 质点 动能 的 算术 和 称 为 质点 系 的 动能 , 即 


T= Dimo 


刚体 是 由 无 数 质点 组 成 的 质点 系 。 刚 体 作 不 同 的 运动 时 ,各 质点 的 速度 分 
布 不 同 ,刚体 的 动能 应 按照 刚体 的 运动 形式 来 计算 。 

(1) 平移 刚体 的 动能 

刚体 作 平移 时 ,各 点 的 速度 都 相同 ,可 以 质心 速度 v 为 代表 ,于 是 得 平移 刚 
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体 的 动能 为 
1 . 1 2, 
T= Ўто = ос Ут, 
或 写成 
Т= mv (13-13) 


AF > = У m, 是 刚体 的 质量 。 
(2) 定 轴 转 动 刚体 的 动能 
刚体 绕 定 轴 z 转动 时 ,如 图 13 -7 所 示 , 其 中 任 一 点 m, 的 速度 为 
式 中 o 是 刚体 的 角速度 ,x 是 质点 m, 到 转轴 的 垂 距 。 于 是 绕 定 轴 转 动 刚体 的 
动能 为 
T= 5-ти? = >) [7 тиза? ) = За Ут? 
Emr = J. BAM 2 轴 的 转动 惯量 ,于 是 得 


т= 4, а? (13-14) 


图 13-7 : Ё 13-8 


(3) 平面 运动 刚体 的 动能 | 

取 刚 体质 心 C 所 在 的 平面 图 形 如 图 13 - 8 所 示 。 设 图 形 中 的 点 P BR 
时 的 瞬 心 co 是 平面 图 形 转动 的 角速度 。 此 瞬时 ,刚体 上 各 点 速度 的 分 布 与 绕 点 
P 转动 的 刚体 相同 ,于 是 作 平 面 运动 的 刚体 的 动能 为 


7-5, а? 
AP Jp РНН Е БИЖ ATER [ЇНЇ Ж], MAA 的 点 作为 
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瞬 心 ,因此 用 上 式 计 算 动 能 在 有 些 情 况 下 是 不 方便 的 。 
如 C 为 刚体 的 质心 ,根据 计算 转动 惯量 的 平行 轴 定 理 有 
J, = Je + та? 
式 中 m 为 刚体 的 质量 ,da = CP ,J. 为 对 于 质心 的 转动 惯量 。 代 入 计算 动能 的 公 
式 中 ,得 
T=}(J + та?) а? = 17 wt 1 м(а:о) 
2 2 2 


因 4+ w= vc ,于 是 得 


Т=-уто + Jew" (13-15) CIS 
即 作 平面 运动 的 刚体 的 动能 ,等 于 随 质 心平 移 的 动能 x Bog 
与 绕 质心 转动 的 动能 的 和 。 例 如 ,一 车 轮 在 地 面 上 只 ©“ 

滚 不 滑 , 如 图 13 二 9 所 示 。 若 轮 心 作 直 线 运动 ,速度 为 CTS 
vc ,车 轮 质量 为 m ,质量 分 布 在 轮 绿 , 轮 辐 的 质量 不 

计 , 则 车 轮 的 动能 为 


_ 1 2 1 2{ Ve р 2 
Т = = тос ++ mR р) > "с 


2 2 
其 他 运动 形式 的 刚体 ,应 按 其 速度 分 布 计算 该 刚体 的 动能 。 


§13-3 动能 定理 
1. 质点 的 动能 定理 
取 质 点 运动 微分 方程 的 矢量 形式 


在 方程 两 边 点 乘 dr ,得 


因 dr = od: ,于 是 上 式 可 写成 


或 
a(z )=8W (13-16) 


式 (13 一 16) 称 为 质点 动能 定理 的 微分 形式 , 即 质 点 动能 的 增 量 等 于 作用 在 质点 
上 力 的 元 功 。 
积分 上 式 ,得 
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或 


уто 一 это =W,, (13-17) 
这 就 是 质点 动能 定理 的 积分 形式 :在 质点 运动 的 某 个 过 程 中 ,质点 动能 的 改变 量 


等 于 作用 于 质点 的 力作 的 功 。 

由 式 (13 一 16) 或 (13- 17) 可 见 , 力 作 正 功 ,质点 动能 增加 ;力作 负 功 ,质点 动 
能 减 小 。 

2. 质点 系 的 动能 定理 

质点 系 内 任 一 质点 ,质量 为 m REA, ,根据 质点 的 动能 定理 的 微分 形 
式 , 有 


ПШ ) = OW, 
式 中 OW, 表示 作用 于 这 个 质点 的 力 F, 所 作 的 元 功 。 


设 质 点 系 有 п 个 质点 ,对 于 每 个 质点 都 可 列 出 一 个 如 上 的 方程 ,将 n 个 方 
程 相 加 ,得 


> [> т :)= S aw, 
T 


(тат) |= >ë W, 


或 


RPI mo) 是 质点 系 的 动能 ,以 T 表示 。 于 是 上 式 可 写成 


ат = Dew, (13-18) 
式 (13 — 18) 为 质点 系 动能 定理 的 微分 形式 :质点 系 动 能 的 增 量 , 等 于 作用 于 质点 
系 全 部 力 所 作 的 元 功 的 和 。 
对 上 式 积 分 ,得 
T, - T, = > W, (13-19) 


LAP T, 和 Т, 分 别 是 质点 系 在 某 一 段 运 动 过 程 的 起 点 和 终点 的 动能 。 起 (13 
- 19) 为 质点 系 动能 定理 的 积分 形式 :质点 系 在 某 一 段 运 动 过 程 中 ,起 点 和 终点 
的 动能 的 改变 量 ， SLATES OS WE вил а т, 

3. 理想 约束 及 内 力作 功 

对 于 光滑 固定 面 和 一 一 端 国定 的 绳索 等 约束 ,其 约束 力 都 三 直 于 力作 用 点 的 
位 移 ,约束 力 不 作 功 。 又 如 光滑 铵 支 座 、 固 定 端 等 约束 ,显然 其 约束 力也 不 作 功 。 
约束 力作 功 等 于 零 的 约束 称 为 理想 约束 。 在 理想 约束 条 件 下 ,质点 系 动能 的 改 
变 只 与 主动 力作 功 有 关 , 式 (13- 18) 和 (13 - 19) 中 只 需 计 算 主 动力 所 作 的 功 。 


e AN RON er me лаа бна 
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光滑 匀 链 、 刚 性 二 力 杆 以 及 不 可 伸 长 的 细 强 等 作为 系统 内 的 约束 时 ,其 中 单 
个 的 约束 力 不 一 定 不 作 功 ,但 一 对 约束 力作 功 之 和 等 于 零 ,也 都 是 理想 约束 。 如 
图 13 - 10a 所 示 的 贸 链 , 贸 链 处 相互 作用 的 约束 力 和 FF 是 等 值 反 向 的 ,它们 
在 匀 链 中 心 的 任何 位 移 dr 上 作 功 之 和 都 等 于 零 。 又 如 图 13 - 10b 中 , 跨 过 光滑 
支持 轮 的 细 绳 对 系统 中 两 个 质点 的 拉力 F = F, ,如 绳索 不 可 伸 长 , 则 两 端的 位 
6 dr, 和 dr, 沿 绳索 的 投影 必 相 等 ,因而 两 约束 力 F, 和 F, 作 功 之 和 等 于 零 。 
至 于 图 13 - 10c 所 示 的 二 力 杆 对 А,В 两 点 的 约束 力 , 有 F = F, ,而 两 端 位 移 
Ir AB 连 线 的 投影 又 是 相等 的 ,显然 两 约束 力 F, .F, 作 功 之 和 也 等 于 零 。 


13-10 


一 般 情况 下 ,滑动 摩擦 力 与 物体 的 相对 位 移 反 向 ,摩擦 力作 负 功 ,不 是 理想 
约束 ,应 用 动能 定理 时 要 计 入 摩擦 力 的 功 。 但 当 轮子 在 固定 面 上 只 滚 不 滑 时, 接 
触 点 为 朋 心 ,滑动 摩擦 力作 用 点 没 动 ,此 时 的 滑动 摩擦 力也 不 作 功 。 因 此 ,不计 
深 动 摩 阻 时 , 纯 滚 动 的 接触 点 也 是 理想 约束 。 | 

工程 中 很 多 约束 可 视 为 理想 约束 ,此 时 未 知 的 约束 力 并 不 作 功 ,这 对 动能 定 
理 的 应 用 是 非常 方便 的 。 

必须 注意 ,作用 于 质点 系 的 力 既 有 外 力 ,也 有 内 力 ,在 某 些 情 形 下 ,内 力 虽然 
等 值 而 反 向 ,但 所 作 功 的 和 并 不 等 于 零 。 例 如 ,由 两 个 
相互 吸引 的 质点 M, 和 M, 组 成 的 质点 系 ,两 质点 相互 Jo" 
作用 的 力 Ps 和 F, 是 一 对 内 力 , 如 图 13-11 所 示 。 虽 
然 内 力 的 矢量 和 等 于 堆 , 但 是 当 两 质点 相互 趋 近 或 离 M f 
开 时 ,两 力 所 作 功 的 和 都 不 等 于 零 。 Pie 
的 气缸 内 膨胀 的 气体 对 活塞 和 气缸 的 作用 力 都 是 内 
力 , 但 内 力 功 的 和 不 等 于 零 , 内 力 的 功 使 汽车 的 动能 增 图 13-11 
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加 。 此 外 ,如 机 器 中 轴 与 轴承 之 间 相 互 作 用 的 摩 氛 力 对 于 整个 机 器 是 内 力 , 它 们 
作 负 功 ,总 和 为 负 。 应 用 动能 定理 时 都 要 计 人 这 些 内 力 所 作 用 的 功 。 

同时 也 应 注意 ,在 不 少 情况 下 ,内 力 所 作 功 的 和 等 于 零 。 例 如 ,刚体 内 两 质 
点 相互 作用 的 力 是 内 力 ,两 力 大 小 相等 .方向 相反 。 因 为 刚体 上 任意 两 点 的 距离 
保持 不 变 , 沿 这 两 点 连 线 的 位 移 必 定 相 等 ,其 中 一 力作 正 功 , 另 一 力作 负 功 ,这 一 
对 力 所 作 的 功 的 和 等 于 零 。 刚 体内 任 一 对 内 力 所 作 的 功 的 和 都 等 于 零 。 于 是 得 

不 可 伸 长 的 柔 强 、 钢 索 等 所 有 内 力作 功 的 和 也 等 于 零 。 

从 以 上 分 析 可 见 , 在 应 用 质点 系 的 动能 定理 时 ,要 根据 具体 情况 仔细 分 析 所 
有 的 作用 力 , 以 确定 它 是 否 作 功 。 应 注意 :理想 约束 的 约束 力 不 作 功 ,而 质点 系 
的 内 力作 功 之 和 并 不 一 定 等 于 零 。 

例 13-1 质量 为 m 的 质点 , 自 高 户 处 自由 落下 , 落 到 下 面 有 弹簧 支持 的 板 上 ,如 图 
13 - 12 所 示 。 设 板 和 弹簧 的 质量 都 可 忽略 不 计 , 弹 筑 的 刚度 系数 为 上 《。 求 弹簧 的 最 大 压缩 
E. 

解 : 质点 从 位 置 工 落 到 板 上 是 自由 落体 运动 ,速度 由 0 增 
加 到 о, ,应 用 动能 定理 


mui -0= mgh 


求 得 vı =v 2gh 
质点 继续 向 下 运动 ARREN, RARER), 当 速 
度 等 于 零 时 ,弹簧 被 压缩 到 最 大 值 $。.。 在 这 段 过 程 中 重力 作 


的 功 为 mgm ,弹簧 力作 的 功 为 了 &(0 - Sa) ,应 用 动能 定理 


解 得 


由 于 弹簧 的 压缩 量 必定 是 正 值 ,应 取 
д = "ЕІ m° g’ +2kmgh 
本 题 也 可 以 把 上 述 两 段 过 程 合 在 一 起 考虑 , 即 对 质点 从 1 #k T 8 F 38 = ЕЕ BK 
值 的 下 处 应 用 动能 定理 ,在 这 一 过 程 的 始末 位 置 质点 的 动能 都 等 于 零 。 由 动能 定理 
0-0= mg(h + bane) ~ T, 
解 得 同样 结果 。 - ， 
例 13-2 卷扬机 如 图 13-13. HEERA M {ЕШ Т ЖИЕ ШЕ ЕБ 
上 拉 。 已 知 鼓 轮 的 半径 为 Ri ,质量 为 m ,质量 分 布 在 轮 缘 上 ;圆柱 的 半径 为 R, ,质量 为 
т, ,质量 均匀 分 布 。 设 斜坡 的 倾角 为 8, 圆柱 只 滚 不 滑 。 求 圆柱 中 心 CAMB Es 时 的 速度 


sawaman set + ete Ea RCNP 
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与 加 速度 。 

B: 圆柱 和 鼓 轮 一 起 组 成 质点 系 。 作 用 于 该 质点 
系 的 外 力 有 :重力 mig 和 mg, 外 力 偶 M ,水平 轴 约 束 
力 Е. ЖЕ, ,斜面 对 圆柱 的 法 向 约束 力 Fy 和 静摩擦 力 
Е, . 

因为 点 O 没有 位 移 , 力 Fo, , Fo, fl m, g 所 作 的 功 等 
TF; ARAM ARAM BD 点 速度 为 零 , 因 此 作 
用 于 点 D 的 法 向 约束 力 FN MERRI F. 不 作 功 ,此 系 
统 只 受理 想 约束 , 且 内 力作 功 为 零 。 主 动力 所 作 的 功 为 : 

W,; = Mọ- m;gsin 0° s 
质点 系 的 动能 为 图 13 一 13 
T,=0, T,=Jol++mok + Jee 


AP Jo 分 别 为 鼓 轮 对 于 中 心 轴 O、 圆 柱 对 于 过 质心 C 的 轴 的 转动 惯量 : 


1 
2 


Ј = т, RÌ, Je = т. R 


о оз 分 别 为 鼓 轮 和 圆柱 的 角速度 , 即 


_ Uc Uc 


“1 R? w2 R; 
于 是 
T, = “C (Qm t 3m,) 
由 质点 系 的 动能 定量 ,得 


2 
(2m, +3m,) - 0= Mp- magsin Gs І (а) 


以 p = 让 代入 , 解 得 


=2 (M - m;gR sin 0)s 
°З RB, T3ma) 
系统 运动 过 程 中 ,速度 v SBS s 都 是 时 间 的 函数 ,将 式 (a) 两 端 对 时 间 求 一 阶 导 数 , 有 


J (2m, t 3s) veae = M RČ- magsin ёзъ (b) 


求 得 圆柱 中 心 C 的 加 速度 为 
_2(M- m,gR,sin 0) 
Ст, +3m,) R, 

例 13~3 材料 承受 冲击 的 能 力 可 由 冲击 试验 机 测定 ,如 图 13- 14 所 示 。 试 验 机 摆 犹 
质量 为 18kg, 重 心 到 转动 轴 的 距离 /=840 mm。 杆 重 不 计 。 试验 开始 时 ,将 摆 锤 升 高 到 摆 角 
91 王 70" 的 地 方 后 释放 , 冲 断 试 件 后 , 摆 锤 上 升 的 摆 角 p, = 29"。 求 冲 断 试 件 需 用 的 能 量 。 

ЖЮ: 冲 断 试 件 前 后 , 摆 锤 的 角速度 发 生 突然 变化 。 摆 锤 损失 的 动能 被 试 件 吸 收 , 就 是 冲 
断 试 件 需 用 的 能 量 。 


ac 


ee ene — ass w amar n- o зе неба сучка 
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В 13-14 


设 摆 锤 冲击 试 件 前 的 角速度 为 w , 试 件 冲 断 后 摆 锤 的 角速度 为 w: 。 角 速度 的 变化 是 在 
冲击 的 一 瞬间 发 生 的 ,这 时 摆 锤 都 在 铅 直 位 置 。 
先 研 究 冲击 试 件 前 摆 锤 的 下 落 过 程 。 摆 锤 初始 动能 为 零 ,未 动能 为 T,。 在 这 一 过 程 中 
重力 作 正 功 。 根 据 动能 定理 有 
T, -0= mgl(l ~ cos p, ) 
代入 已 知 数据 ,得 
Tı =18 kgx9.8 m/s’ x 0.84 mx (1 — cos 70°) =97.5 J 
再 研究 冲 断 试 件 后 摆 锤 .上升 的 过 程 。 刚 冲 断 试 件 的 瞬时 , 设 摆 锤 的 角速度 为 w; ,动能 为 
Т» 。 当 摆 锤 到 达 最 高 位 置 时 ,角速度 为 零 ,动能 等 于 零 ,在 这 过 程 中 ,重力 作 负 功 。 根 据 动 能 
定理 有 
0- T; = — mgl(1 -eos @; ) 
代入 已 知 数据 ,得 | 
Т, =18 кх 9.8 m/s’ х 0.84 mX (1 - cos 29°) = 18.58 J 
摆 锤 在 冲 断 试 件 时 损失 的 动能 等 于 冲 断 试 件 需要 的 能 量 W, , PD 
W, = T, - T, =78.92 J 
设 试 件 的 最 小 横断 面 面 积 为 A , 则 有 


_ W, 
а= 


称 为 材料 的 冲击 韧 度 , 它 是 衡量 材料 抵抗 冲击 能 力 的 一 个 指标 。 

当然 ,此 例题 也 可 以 在 p 和 o, 两 摆 角 之 间 直 接应 用 动能 定理 。 此 时 ,质点 系 在 始 .未 
两 位 置 的 动能 都 等 于 零 , 冲 断 试 件 所 消耗 的 能 量 也 就 等 于 试 件 内 力 所 作 的 负 功 。 根 据 动能 定 
理 , 有 


0-0= mgl(1 — cos 91)— mg1(1 — cos ф,)— W, 
代 人 数据 ,将 得 到 同样 结果 。 
综合 以 上 各 例 ,总 结 应 用 动能 定理 解 题 的 步骤 如 下 : 
(1) 选取 某 质 点 系 ( 或 质点 ) 作 为 研究 对 象 ; 
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(2) 选 定 应 用 动能 定理 的 一 段 过 程 ; 

(3) 分 析 质 点 系 的 运动 ,计算 选 定 过 程 起 点 和 终点 的 动能 ; 

(4) 分 析 作 用 于 质点 系 的 力 , 计 算 各 力 在 选 定 过 程 中 所 作 的 功 ; 
(5) 应 用 动能 定理 建立 方程 ,求解 未 知 量 。 


§13-4 功率 .功率 方程 .机械 效 率 


1. 功率 

在 工程 中 ,需要 知道 一 部 机 器 单位 时 间 内 能 做 多 少 功 。 单 位 时 间 内 力 所 作 
的 功 称 为 功率 ,以 P 表示 。 

功率 的 数学 表达 式 为 


因为 8W = 下 dr, 因此 功率 可 写成 


P= F. = ред = Fo (13—20) 


式 中 % ЛЕТЕН АЖ. Жа РИУ УЛЕА ИЕ. SHB 
床 、 每 部 机 器 能 够 输出 的 最 大 功率 是 一 定 的 ,因此 用 机 床 加 工时 ,如 果 切 削 力 较 
大 ,必须 选择 较 小 的 切削 速度 。 又 如 汽车 上 坡 时 ,由 于 需要 较 大 的 驱动 力 ,这 时 
驾驶 员 须 换 用 低速 档 , 以 求 在 发 动机 功率 一 定 的 条 件 下 ,产生 大 的 驱动 力 。 

作用 在 转动 刚体 上 的 力 的 功率 为 


= М, (13-21) 


AP M, 是 力 对 转轴 xz НЧЕ,» 是 角速度 。 即 :作用 于 转动 刚体 上 的 力 的 功率 等 
于 该 力 对 转轴 的 和 矩 与 角速度 的 乘积 。 

在 国际 单位 制 中 ,每 秒 钟 力 所 作 的 功 等 于 1J 时 ,其 功率 定 为 TW( 瓦 特 )(W 
=J/s)。 工 程 中 常用 千瓦 (kW) 做 单位 ,1 000 W =1 kW( FE). 

2. 功率 方程 

取 质 点 系 动能 定理 的 微分 形式 ,两 端 除 以 di ,得 


ат. > = >; P, (13-22) 

上 式 称 为 功率 方程 , 即 质点 系 动能 对 时 间 的 一 阶 导数 ,等 于 作用 于 质点 系 的 所 有 
力 的 功率 的 代数 和 。 

功率 方程 常用 来 研究 机 器 在 工作 时 能 量 的 变化 和 转化 的 问题 。 例 如 车 床 工 

作 时 ,电场 对 电机 转子 作用 的 力作 正 功 , 使 转子 转动 ， 电场 力 的 功率 称 为 输 人 功 

率 。 由 于 胶带 传动 .齿轮 传动 和 轴承 与 轴 之 间 都 有 摩擦 ,摩擦 力作 负 功 ,使 一 部 
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分 机 械 能 转化 为 热能 ;传动 系统 中 的 零件 也 会 相互 碰 擅 ,也 要 损失 一 部 分 功率 。 
这 些 功率 都 取 负 值 , 称 为 无 用 功率 或 损耗 功率 。 车 床 切 前 工件 时 , 切 前 阻力 对 夹 
持 在 车 床 主轴 上 的 工件 作 负 功 ,这 是 车 床 加 工 零件 必须 付出 的 功率 , 称 为 有 用 功 


每 部 机 器 的 功率 都 可 分 为 上 述 三 部 分 。 在 一 般 情 形 下 , 式 (13 -22) 可 写成 
= Pur- Pan- Pan (13-23) 
或 
Pas = Pan + Pan + SL (13-23)' 
3. 机 械 效 率 


工程 中 ,要 用 到 有 效 功率 的 概念 ,有 效 功率 Pag + Š T ,有效 功率 与 输入 功 


率 的 比值 称 为 机 器 的 机 械 功率 ,用 7 表示 , 即 
有效 功 率 
7 输入 功率 
由 上 式 可 知 ,机 械 效率 7 表明 机 器 对 输入 
功率 的 有 效 利用 程度 , 它 是 评定 机 器 质量 
好 坏 的 指标 之 一 。 显 然 , 一 般 情 况 下 ， 
7<1o 
一 部 机 器 的 传动 部 分 一 般 由 许多 零 
件 组 成 。 如 图 13 ~ 15 FRAG, MRS 
轴 之 间 、 胶 带 与 轮 之 间 、 齿 轮 与 齿轮 之 间 
各 级 传动 都 因 摩 擦 而 消耗 功率 ,各 级 传动 
都 有 各 自 的 效率 。 设 I 一 了 ,人 -于 ,本 
一 VY 各 级 的 效率 分 别 为 т,» ,ns, 则 工 一 林 的 总 效率 为 
7? Th р 7 
对 于 有 п 级 传动 的 系统 ,总 效率 等 于 各 级 效率 的 连 乘积 , 即 
= т, 
0113-4 车 床 的 电动 机 功率 P. =5.4 kW。 由 于 传动 零件 之 间 的 摩擦 ,损耗 功率 占 输 
入 功率 的 30% 。 如 工件 的 直径 d = 100 mm, 转 速 n = 42 rmin, 问 允许 切削 力 的 最 大 值 为 多 
少 ? 车 工件 的 转速 改 为 ”= 112 r/min, 问 允许 切削 力 的 最 大 值 为 多 少 ? 
解 : 由 题 意 知 ,车 床 的 输入 功率 为 P, = 5.4 kW, 损 耗 的 无 用 功率 Pag = P, X 30% = 
1.62 kW。 当 工件 匀速 转动 时 ,动能 不 变 , 有 用 功率 为 
Pan = P, 一 Руд =3.78 kW 
ЖИВЉА Е, Н Ур, 


(13-24) 


图 13-15 
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d xn 
Pay = Fo= F +35 


Bp 
_ 60 
F= кет. 


当 z = 42 r/min 时 ,允许 的 最 大 切削 力 为 


_ (60 sec)(3.78 kW) 
z(0.1 m)(42 r/min) 


当 п = 112 r/min 时 ,允许 的 最 大 切削 力 为 


_ (60 sec)(3.78 kw) _ 
F= z(0.1 m)(112 r/min) 6.45 kN 


功率 方程 给 出 了 动能 变化 率 与 功率 之 间 的 关系 。 动 能 与 速度 有 关 , 其 变化 
率 含有 加 速度 项 ,因而 功率 方程 也 就 给 出 了 系统 的 加 速度 与 作用 力 之 间 的 关系 。 
由 于 功率 方程 中 不 食 理 想 约束 的 约束 力 , 因 而 用 功率 方程 求解 系统 的 加 速度 、 建 
立 系 统 的 运动 微分 方程 是 很 方便 的 。 下 面 举 例 说 明 。 

例 13~5 图 13-16 中 , 物 块 质量 为 m ,用 不 计 质 量 的 细 绳 跨 过 滑轮 与 弹簧 相 联 。 弹 簧 
原 长 为 io ,刚度 系数 为 ,质量 不 计 。 滑 轮 半径 为 RR, 转 动 惯量 为 J。 不 计 轴 承 摩 氯 , 试 建立 
此 系统 的 运动 微分 方程 。 


F =17.19 kN 


13—16 


解 : 如 弹簧 由 自然 位 置 拉 长 任 一 长 度 *, 滑 轮转 过 o 角 , 物 块 下 降 ,显然 有 ; = Кф, 
此 时 系统 的 动能 为 


_ 1 ds 1 do 1 J ds \? 
T=>m($) +zI(Z) =3(m+z)(#) 
重 物 下 降 速度 = 下 ,重力 功率 为 mg SE ;弹性 力 大 小 为 ks, JEDRA - ks E. RAR 
程 ,得 


dT _ J \dsds_ ds ,ds 
а(н) 3 mg gr 0 qr 


"SE au ECAR: an ROSTER EROS er TIER: SS nn mm 
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两 端 各 消去 9; ,得 到 对 于 坐标 * 的 运动 微分 方程 


J yd; _ Dp. 
(m + pa SS = mg ks 
如 此 系统 静止 时 弹 禾 拉 长 量 为 ô, M mg = kó, 。 以 平衡 位 置 为 参考 点 ,物体 下 降 > 时 弹 
EAKA з= 6 tr, RAER, 


J yd z _ 
m+ руу dit mg — kà, – kr= ~ kz 


移 项 后 ,得 到 对 于 坐标 x 的 运动 微分 方程 
J Yd z 
(mih) + kr = 0 
这 是 系统 自由 振动 微分 方程 的 标准 形式 。 由 上 述 计 算 可 见 ,弹簧 倾斜 角度 9 与 系统 运动 微 
分 方程 无 关 。 
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1. 势力 场 

如 果 一 物体 在 某 空间 任 一 位 置 都 受到 一 个 大 小 和 方向 完全 由 所 在 位 置 确定 
的 力作 用 , 则 这 部 分 空间 称 为 力 场 。 例 如 物体 在 地 球 表面 的 任何 位 置 都 要 受到 
一 个 确定 的 重力 的 作用 ,我 们 称 地 球 表面 的 空间 为 重力 场 。 又 如 星球 在 太阳 局 
围 的 任何 位 置 都 要 受到 太阳 的 引力 的 作用 ,引力 的 大 小 和 方向 决定 于 此 星球 相 
对 于 太阳 的 位 置 ,我 们 称 太 阳 周 围 的 空间 为 太阳 引力 场 ,等 等 。 

如 果 物 体 在 力 场 内 运动 ,作用 于 物体 的 力 所 作 的 功 只 与 力作 用 点 的 初始 位 
置 和 终了 位 置 有 关 ,而 与 该 点 的 轨迹 形状 无 关 ， 这 种 力 场 称 为 势力 场 ,或 保守 力 
场 在 势力 场 中 ,物体 受到 的 力 称 为 有 势力 或 保守 力 。 由 本 章 $13 -1 知 , 重 
力 .弹性 力作 的 功 都 有 这 个 特点 ,因此 它们 都 是 保守 力 。 可 以 证 明 ,万 有 引力 也 
是 保守 力 。 于 是 重力 场 .弹性 力 场 .万 有 引力 场 都 是 势力 场 。 

2. 势能 

在 势力 场 中 ,质点 从 点 M 运动 到 任 选 的 点 M, ,有 势力 所 作 的 功 称 为 质点 


My M, 
v= | F-dr= | (F,dx + F,dy+ F.dz) (13-25) 
M M 


点 M 的 势能 等 于 零 ,我 们 称 它 为 零 势 能 点 。 在 势力 场 中 ,势能 的 大 小 是 相对 于 
零 势 能 点 而 言 的 。 零 势能 点 M。 可 以 任意 选取 ， 对 于 不 同 的 零 势 能 点 ， 在 势力 场 
中 同一 位 置 的 势能 可 有 不 同 的 数值 。 
现在 计算 几 种 常见 的 势能 。 
(1) 重力 场 中 的 势能 


ae een ov， apanaman Г 
ый эыес ене аныи наан an a eigenen nman e: waww———w.....—— 


302 第 十 三 章 动能 定理 
EAB EMH = 轴 , zx。 处 为 零 势能 点 。 质 点 于 e 坐标 处 的 势能 了 
等 于 重力 mg 由 > 到 z, 处 所 作 的 功 , 即 
v= |" — mgdz= mg(z— zo) (13-26) 


(2) 弹性 力 场 中 的 势能 
设 弹簧 的 一 端 固定 , 另 一 端 与 物体 连接 ,弹簧 的 刚度 系数 为 上。 以 变形 量 为 
9, 处 为 零 势能 点 , 则 变形 量 为 ó 处 的 弹 得 势能 V 为 


у= (0 - 83) (13-27) 
如 果 取 弹簧 的 自然 位 置 为 零 势 能 点 , 则 有 8, =0, 于 是 得 
V= 58 (13-27) 


(3) 万 有 引力 场 中 的 势能 

设 质量 为 m, 的 质点 受 质量 为 т, 的 物体 的 万 有 引 
Л) 下 作用 ,如 图 13 一 17 所 示 。 

取 点 A。 为 零 势能 点 , 则 质点 在 点 A 的 势能 为 


v= [°к-заг= | -ae ,dr 
AP 了 为 引力 常数 ,e, 是 质点 的 矢 径 方向 的 单位 矢量 ; 


由 图 可 见 ,edr= dr, 为 矢 径 > 长 度 的 增 量 。 设 r, 是 
零 势能 点 的 矢 径 ,于 是 有 


V= F -Par = тт |Z > 


(13-28) 
如 果 选 取 的 零 势能 点 在 无 穷 远 处 Вр ~, = co ,于 是 得 
y= -Pum (13 - 28)’ 


上 述 计算 表明 ,万 有 引力 作 功 只 决定 于 质点 运动 的 初始 位 置 A 和 终了 位 置 
Ao ,与 点 的 轨迹 形状 无 关 ,万 有 引力 场 确 为 势力 场 。 

如 质点 系 受到 多 个 有 势力 的 作用 ,各 有 势力 可 有 各 自 的 零 势 能 点 。 质 点 系 的 
“ 零 势 能 位 置 "是 各 质点 都 处 于 其 零 势能 点 的 一 组 位 置 。 质 点 系 从 某 位 置 到 其 “ 零 
势能 位 置 " 的 运动 过 程 中 ,各 有 势力 作 功 的 代数 和 称 为 此 质点 系 在 该 位 置 的 势能 。 

例如 质点 系 在 重力 场 中 , 取 各 质点 的 x 坐标 为 zozas zo 时 为 零 势能 
位 置 ; 则 质点 系 各 质点 z 坐标 为 = , z, ,…,zx, 时 的 势能 为 

V= У тв (=, 一 zi0) 
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与 质点 系 重力 做 功 式 (13 - 7) 相似, 质点 系 重 力 势 能 可 写 为 
V = mg( zc ~ zco) (13— 29) 
其 中 m 为 质点 系 全 部 质量 , zc 为 质心 的 z 坐标 ,zco 为 零 势 能 位 置 质 心 的 z 坐标 。 
又 如 一 质量 为 m KW 1 的 均 质 杆 AB,A 0, B 端 由 无 重 弹簧 拉 住 ,并 
于 水 平 位 置 平衡 ,如 图 13-18 所 示 。 此 时 弹簧 已 有 拉 长 量 coo WARNER 
BA k BED M,(F)=0,4 


kd, = mg >, б = 5 


13—18 图 13 一 19 


此 系统 所 受 重力 及 弹性 力 都 是 有 势力 。 如 重力 以 杆 的 水 平 位 置 处 为 零 势 能 
WE, 弹簧 以 自然 位 置 O 为 零 势能 点 , 则 杆 于 微小 摆 角 p 处 ,重力 势能 为 


— тері? BRIBES + gl)?» H dy = ZE ,总 势能 为 


y’ = Fh + gl) -mg B= T bg? P+ me 
如 取 杆 的 平衡 位 置 为 系统 的 零 势 能 位 置 杆 于 微小 摆 角 p Ж, 系统 相对 于 
零 势 能 位 置 的 势能 应 改 为 
V= (0° ~ 83) - mgh = (02 +28, gl + р — 8) = mg & 


注意 到 8, = 58 ,可 得 
21,20 
У= Аф? 


可 见 , 对 于 不 同 的 零 势 能 位 置 ,系统 的 势能 是 不 相同 的 。 对 于 常见 的 重力 - 
弹力 系统 ,以 其 平衡 位 置 为 零 势 能 点 ,往往 更 简便 。 

质点 系 在 势力 场 中 运动 ,有 势力 的 功 可 通过 势能 计算 。 设 某 个 有 势力 的 作 
用 点 在 质点 系 的 运动 过 程 中 ,从 点 М, 到 点 M, ,如 图 13 — 19 所 示 ,该 力 所 作 的 
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DAW. ER М, 为 零 势 能 点 , 则 从 М, 到 M, 和 从 M, 到 M。 有 势力 所 作 
的 功 分 别 为 M 和 M, 位 置 的 势能 V 和 V 。 因 有 势力 的 功 与 轨迹 形状 无 关 ， 
而 由 М, 经 M, 到 达 M, 时 ,有 势力 的 功 为 

W, = W,, + Wo 


注意 到 W, = V, ,Wy = V, 
于 是 得 
W,, = V, - V, | (13 - 30) 
即 有 势力 所 作 的 功 等 于 质点 系 在 运动 过 程 的 初始 与 终了 位 置 的 势能 的 差 。 
3. 机 械 能 守恒 定律 — — 
质点 系 在 某 肯 时 的 动能 与 势能 的 代数 和 称 为 机 械 能 。 设 质点 系 在 运动 过 程 
的 初始 和 终了 瞬时 的 动能 分 别 为 Ti 和 T, ,所 受 力 在 这 过 程 中 所 作 的 功 为 
Wu ,根据 动能 定理 有 
| T, - T, = Wy 
如 系统 运动 中 ,只 有 有 势力 作 功 , 而 有 势力 的 功 可 用 势能 计算 , 即 
T, T, = W,, = V, - V, 
移 项 后 得 
Ti +V i =T,+V, _ (13—31) 
上 式 就 是 机 械 能 守恒 定律 的 数学 表达 式 , 即 质点 系 仅 在 有 势力 的 作用 下 运动 时 ， 
其 机 械 能 保持 不 变 。 此 类 质点 系 称 为 保守 系统 。 
如 果 质 点 系 还 受到 非 保守 力 的 作用 , 称 为 非 保 守 系 统 , 非 保守 系统 的 机 械 能 
是 不 守恒 的 。 设 保守 力 所 作 的 功 为 W , , 非 保守 力 所 作 的 功 为 Wi ,由 动能 定理 
有 | 


T, - T, №, + Wi, 
Н W,, = V, - ww ,于 是 有 
T, — T, = V, - V, + Wi, 
或 
(T,+ V,)- (T, + V,) = Wi, (13-32) 
当 质 点 系 受到 摩擦 阻力 等 力作 用 时 , Wi, 是 负 功 ,质点 系 在 运动 过 程 中 机 杠 
能 减 小 , 称 为 机 械 能 耗 散 ; 当 质 点 系 受到 非 保守 的 主动 力作 用 时 ,如 果 W EE 


功 , 则 质点 系 在 运动 过 程 中 机 械 能 增加 ,这 时 外 界 对 系统 输入 了 能 量 。 
从 能 量 观 点 来 看 ,无 论 什 么 系统 ,总 能 量 是 不 变 的 ,机 械 能 的 增 或 减 ,只 说 明 


Les gee says, note 
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了 在 这 过 程 中 机 械 能 与 其 他 形式 的 能 量 (如 热能 .电能 等 ) 有 了 相互 的 转化 而 已 。 

例 13-6 WA 13-20 所 示 的 鼓 轮 D 匀速 转动 ， 使 绕 在 轮 上 钢 案 下 端的 重 物 以 v= 
0.5 m/s 匀速 下 降 , 重 物质 量 为 m =250 kg。 设 当 鼓 轮 突然 被 卡 
住 时 , 钢 索 的 刚度 系数 有 =3.35 x 10 N/m。 求 此 后 钢 索 的 最 大 


张力 。 

R: 豆 轮 匀速 转动 时 , 重 物 处 于 平衡 状态 , 临 卡 住 的 前 一 
瞬时 钢 索 的 伸 长 量 ò= 76, 钢 索 的 张力 F = kà, = mg = 2.45 
kN。 


当 鼓 轮 被 卡 住 后 ,由 于 惯性 , 重 物 将 继续 下 降 , 钢 索 继续 伸 
长 , 钢 索 的 弹性 力 逐 渐 增 大 , 重 物 的 速度 逐渐 减 小 。 当 速度 等 
FEN ,弹性 力 达到 最 大 值 。 

因 重 物 只 受 重力 和 弹性 力 的 作用 ,因此 系统 的 机 械 能 守 
恒 。 取 重 物 平衡 位 置 为 重力 和 弹性 力 的 零 势 能 点 ,在 开 位 置 处 张力 最 大 。 则 在 工 , B 
置 系统 的 势能 分 别 为 


图 13 - 20 


V,=0 


Уз 5E Bh 02) me (Bm — 8.) 


В Т, =4 mu, T, =0, 由 机 械 能 守恒 有 


J mo +0=0+ 5 (aha 63) mgl Sua 8,) 


注意 到 kë. = mg ,上 式 可 改写 为 


ды, 28.8, + (8% — 2 
| g£ 


Н б KT ó. ,因此 上 式 应 取 正 号 。 
钢 索 的 最 大 张力 为 


代入 数据 , 求 得 


К =2.45 EN 人 (+ оошу m/s 3 ) =16.9 kN 
8 


由 此 可 见 , 当 鼓 轮 被 突然 卡 住 后 , 钢 索 的 张力 增 大 了 5.9 倍 。 
请 读者 考虑 ,是 否 可 取 平衡 位 置 为 重力 场 的 零 势 能 点 ,而 取 弹 簧 自然 位 置 为 弹性 力 场 的 
零 势能 点 ,计算 结果 是 否 相同 ? 
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例 13-7 如 图 13-21 所 示 , 摆 的 质量 为 m, 点 C 为 其 质心 , O 端 为 光滑 铵 支 ,在 点 D 
处 用 弹簧 悬挂 ,可 在 铅 直 平 面 内 摆动 。 设 摆 对 水 平 轴 O 的 转动 惯量 为 Jo MRM MERAH 
A; 摆 杆 在 水 平 位 置 处 平衡 。 设 OD = CD = 5。 求 摆 从 水 平 位 置 处 以 初 角速度 oo 向 下 作 微 
HAM , 摆 的 角速度 与 p 角 的 关系 。 

解 : 研究 摆 的 运动 。 作 用 于 摆 的 力 有 弹簧 力 FEJ mg 和 支 座 约 束 力 Fo MFoo W 
两 力 为 保守 力 ,后 两 力 不 作 功 ,因此 摆 的 机 械 能 守恒 。 


取水 平 位 置 为 摆 的 零 势能 位 置 , 此 时 机 械 能 等 于 动能 于 Jowt o 摆 作 微 幅 摆动 , p AR 


小 。 513-18 问题 分 析 相似 ,系统 对 平衡 位 置 的 势能 为 地 k(bp)* DEAE owo 由 
机 械 能 守恒 ,有 
L jow? + É (bg) = Jowi 
解 此 方程 得 摆 杆 的 角速度 为 
w= w = kb’ Ф? | Jo 


Æ 13-21 图 13-22 


由 以 上 各 例 可 见 ,应 用 机 械 能 守恒 定律 解 题 的 步骤 如 下 ， 

(1) 选取 某 质 点 或 质点 系 为 研究 对 象 ,分 析 研 究 对 象 所 受 的 力 ,所 有 作 功 的 
力 都 应 为 有 势力 ; 

(2) 确定 运动 过 程 的 始末 位 置 ; 

(3) 确定 零 势 能 位 置 ,分别 计 算 两 位 置 的 动能 和 势能 ; 

(4) 应 用 机 械 能 守恒 定律 求解 未 知 量 。 

`4. 势力 场 的 其 他 性 质 

(1) 有 势力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 等 于 势能 对 于 该 坐标 的 偏 导数 冠 以 负 
号 。 

在 势力 场 中 不 同 的 位 置 , 势 能 的 数值 不 同 ,因此 势能 是 坐标 的 函数 。 

设 有 势力 F 的 作用 点 从 点 M 移 到 邻近 点 M” ,如 图 13 - 22 所 示 ,这 两 点 的 
势能 分 别 为 V(z ,y,z) 和 V(xz+dz,yt+dy,zx+dz), 有 势力 的 元 功 可 用 势能 
的 差 计算 , 即 
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@W=V(rz,y,z)—-— V(z+dr,y+dy,z=+dz=)= -dV (13-33) 
由 高 等 数学 知 ,势能 V 的 全 微分 可 写 为 


_av av ау 
dV = 3295 + зуду + 


az 


dz 
于 是 


设 有 势力 正在 直角 坐标 轴 上 的 投影 为 下 Е.Е, , 则 力 的 元 功 为 
ŠW = Е,ах + F,dy + F,dz 
比较 以 上 两 式 ,得 
(13-34) 


由 势能 的 函数 表达 式 ,应 用 上 式 可 求 得 作用 于 物体 的 有 势力 。 
如 果 系 统 有 多 个 有 势力 ,总 势能 为 V, 则 对 于 作用 点 坐标 为 x ,yw ,z, 的 有 
BAF, ,其 相应 的 投影 为 


F,, = ax. 9 vi ay, э 


(2) 在 势力 场 中 ,势能 相等 的 各 点 构成 等 势能 面 。 

例如 在 重力 场 中 ,同一 水 平面 上 各 点 的 势能 都 相等 ,因此 重力 场 中 等 势能 面 
为 水 平 的 平面 。 

弹性 力 场 的 等 势能 面 是 以 弹簧 的 固定 端 为 中 心 的 球面 。 

地 球 引力 场 的 等 势能 面 是 以 地 心 为 中 心 的 球面 。 

势力 场 中 任何 一 点 的 势能 只 有 一 个 数值 ,此 点 只 通过 一 个 等 势能 面 , 即 等 势 
能 面 不 相交 。 

势能 等 于 零 的 等 势能 面 称 为 零 势 能 面 。 

(3) 有 势力 的 方向 垂直 于 等 势能 面 ,指向 势能 减 小 的 方向 。 

设 质点 M 在 等 势 面 上 运动 ,各 点 势能 都 相等 , 则 此 有 势力 F 在 等 势 面 上 任 
意 小 位 移 dr 上 所 作 的 元 功 也 就 等 于 零 , 即 F 


W=F'dr=0 
dr 沿 等 势 面 切线 , 则 F 垂直 于 dr , 即 有 势力 下 垂直 于 等 
势 面 。 
设 质 点 在 有 势力 F 的 作用 下 沿 力 的 方向 实现 位 移 
dr ,由 等 势 面 V, 移 到 V, ,如 图 13 - 23 所 示 , 则 力 F (Е 


正 功 , 即 


-5 = -3 Е, = -5У (13-35) 


$W >0 | H 13-23 
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由 于 
SW= V, - V, 
因此 有 Vi > V, 
可 见 , 有 势力 下 指向 势能 减 小 的 方向 。 


§13-6 普遍 定理 的 综合 应 用 举例 


质点 和 质点 系 的 普遍 定理 包括 动量 定理 ,动量 和 矩 定理 和 动能 定理 。 这 些 定 
理 可 分 为 两 类 :动量 定理 和 动量 矩 定 理 属于 一 类 ,动能 定理 属于 另 一 类 。 前 者 是 
矢量 形式 ,后 者 是 标量 形式 ;两 者 都 用 于 研究 机 械 运动 ,而 后 者 还 可 用 于 研究 机 
械 运 动 与 其 他 运动 形式 有 能 量 转 化 的 问题 。 

质心 运动 定理 与 动量 定理 一 样 ,也 是 矢量 形式 ,常用 来 分 析 质 点 系 受 力 与 质 
心 运动 的 关系 ; 它 与 相对 于 质心 的 动量 矩 定理 联合 ,共同 描述 了 质点 系 机 械 运动 
的 总 体 情况 ;特别 是 联合 用 于 刚体 ,可 建立 起 刚体 运动 的 基本 方程 ,如 平面 运动 
微分 方程 。 应 用 动量 定理 或 动量 矩 定理 时 ,质点 系 的 内 力 不 能 改变 系统 的 动量 
和 动量 矩 ,只 需 考虑 质点 系 所 受 的 外 力 。 

动能 定理 是 标量 形式 ,在 很 多 实际 问题 中 约束 力 又 不 作 功 ,因而 应 用 动能 定 
理 分 析 系 统 的 速度 变化 是 比较 方便 的 。 功 率 方程 可 视 为 动能 定理 的 另 一 种 微分 
形式 ,便于 计算 系统 的 加 速度 。 但 应 注意 ,在 有 些 情况 下 质点 系 的 内 力作 功 并 不 
FTE, ,应 用 时 要 具体 分 析 质 点 系 内 力作 功 问题 。 

基本 定理 提供 了 解决 动力 学 问题 的 一 般 方法 ,而 在 求解 比较 复杂 的 问题 时 ， 
往往 需要 根据 各 定理 的 特点 ,联合 运用 。 

例 13-8 建立 例 12 - 12 中 圆 轮 质 心 的 运动 微分 方程 。 

М: 在 例 12- 12 中 ,应 用 刚体 的 平面 运动 微分 方程 建立 了 圆 轮 质心 的 运动 微分 方程 。 
现在 运用 功率 方程 建立 该 方程 。 

均 质 圆 轮作 平面 运动 ,如 图 13 - 24 所 示 , 动 
能 为 


T= mo + Ljw = 3 m 


4 
$ë b m Ë fk У, BE fa 89 28 RK 
作 功 。 重 力 的 功率 为 


Р = mg'v = mg: (%#+) 


=m dg r= m d — gsin 0) = — mgsin o£ 
应 用 功率 方程 : 


Р. 


$= p Æ 13-24 


ee 
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doc 


dt 


3 


= 一 mgsin ass 


m 2 oc 


此 系统 的 机 械 能 守恒 ,也 可 通过 机 械 能 守恒 建立 质心 的 运动 微分 方程 。 
取 质 心 的 最 低位 置 O 为 重力 场 零 势能 点 , 圆 轮 在 任 一 位 置 的 势能 为 
V= mg(R — r)(1 — cos 0) 


同一 瞬时 的 动能 为 
T=3 mvt 
由 机 械 能 守恒 ,有 | 
а _ 
al Yt T)=0 
HVAT 的 表达 式 代 人 , 取 导 数 后 得 
mg(R -r)sin 0 а + $ muc dee 9 


当 9 很 小 时 зіп 00 = |; = z* 于 是 得 同样 的 质心 运动 微分 方程 。 


通过 本 例题 可 见 ,同一 个 问题 可 用 不 同 的 理论 求解 ,结果 是 相同 的 。 

例 13-9 Ш13—25 所 示 的 系统 中 , 物 块 及 两 均 质 轮 的 质量 此 为 m , 轮 半径 皆 为 R。 滚 
轮 上 缘 绕 一 刚度 为 k 的 无 重水 平 弹簧 , 轮 与 地 面 间 无 滑动 。 现 于 弹簧 的 原 长 处 自由 释放 重 
物 , 试 求 重 物 下 降 A 时 的 速度 、 加 速度 以 及 滚轮 与 地 面 间 的 摩擦 力 。 


图 13 - 25 


解 ; 为 求 重 物 下 降 时 的 速度 和 加 速度 ,可 用 动能 定理 。 系 统 初始 动能 为 零 , 当 物 块 
有 速度 o 时 ,两 轮 的 角速度 皆 为 o= v/R ,系统 动能 为 


Nec a EE CE IE 
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T= +m tirime a° ++ [m + — mR’ w ) => то 
重 物 下 降 h ЕНК 2h ,重力 和 弹簧 力 做 功 和 为 
W = mgh — Lelay = mgh — 2kh? 
由 动能 定理 


5m? -0= mgh — 2kh° (a) 


_ /2(mg-2kh)h 
va, | # mg LA n 
3m 


为 求 重 物 加 速度 ,可 用 动能 定理 的 微分 形式 (13 - 18) 或 功率 方程 (13 - 22)。 上 面 式 (a) 
已 给 出 速度 o 与 下 降 距 离 有 之 间 的 函数 关系 , 式 (a) 两 端 对 时 间 求 一 次 导数 ,得 


dv_ dh 
3 mv r= (mg 4kh > 


求 得 重 物 的 速度 


从 而 求 得 重 物 加 速度 
g _4kh 


4 3 3m 
为 求 地 面 摩擦 力 ,可 取 滚轮 为 研究 对 象 ,如 图 13-25(b) MAR, PMH F = 2kh., Ñ 
用 对 质心 C 的 动量 矩 定理 , 即 


A [+R P }=(Е,-Е)Е (b) 
OR 48 ЖЕ BI 2) 
Е,= F+ + та (c) 
КА. F Жа 的 值 ,得 地 面 摩擦 力 
= mg ү 4 
Е, = ç + kh 


由 此 例 可 见 ,为 求 系统 运动 时 的 作用 力 , 需 先 计算 加 速度 ,为 此 可 用 动能 定 
理 的 微分 形式 。 而 求 作用 力 时 ,应 用 动量 定理 或 动量 抢 定 理 。 当 然 , 对 此 问题 ， 
也 可 以 分 别 对 两 轮 以 及 重 物 各 列 出 其 相应 的 微分 方程 ,再 联 立 求解 力 与 加 速度 。 

例 13~10 УЖИТКУ Г.Е m ,静止 直立 于 光滑 水 平面 上 。 当 杆 受 微小 干扰 而 
倒 下 时 , 求 杆 刚刚 达到 地 面 时 的 角速度 和 地 面 约束 力 。 

М: 由 于 地 面 光 滑 , 直 杆 沿 水 平方 向 不 受 力 , 倒 下 过 程 中 质心 将 铝 直下 落 。 设 杆 左 滑 于 
任 一 角度 9, 如 图 13 - 26a 所 示 ,P 为 枉 的 有 瞬 心 。 由 运动 学 知 , 杆 的 角速度 


_vc_ 2vc 
© CP ¿cos 6 
此 时 杆 的 动能 为 
1 1 1 
T= + moe + Jew" =m (1+ zir jet 


cos 0 
初始 动能 为 零 ,此 过 程 中 只 有 重力 作 功 ,由 动能 定理 


ас 
Fy C a 
7 
А mg 
(b) 
В 13-26 


1 1 i | 
xm (1+ тд) mg (1 ~ sin 6) 


У 0 = 0 时 解 出 


s= >V 3gl, w=A/ 38 
杆 刚 达到 地 面 时 , 受 力 及 加 速度 如 图 13 - 26b 所 示 ,由 刚体 平面 运动 微分 方程 ,得 


mg — Fy = mac 
L _ тї? 
Fay des те 
点 A 的 加 速度 a 为 水 平 ,由 质心 守恒 ,wec 应 为 铝 垂 ,由 运动 学 知 
ac = a, + ata + ata 


沿 铅 垂 方向 投影 ,得 
I 


ac=ac = a > 
H (а) (b) 及 (c) 联 立 , 解 出 


Fy= Ё 
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(a) 
(b) 


(c) 


由 此 例 可 见 ,求解 动 力学 问题 , 常 要 按 运动 学 知识 分 析 速度 .加 速度 之 间 的 
关系 ;有 时 还 要 先 判明 是 否 属于 动量 或 动量 矩 守 便 情 况 。 如 果 是 守恒 的 , 则 要 利 


用 守恒 条 件 给 出 的 结果 ,才能 进一步 求解。 
小 结 
1. 动能 是 物体 机 械 运 动 的 一 种 度量 。 
质点 的 动能 T = 于 mo 
质点 系 的 动能 T= Ута 


平移 刚体 的 动能 Т = 2. mo 
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绕 定 轴 转 动 刚体 的 动能 了 = Ja 
平面 运动 刚体 的 动能 T = 4 mod + 5 Jou" 
2. 力 的 功 是 力 对 物体 作用 的 积累 效应 的 度量 。 
W= | Foos 0-% 
wa= [| Pdr= | (Fdz+F,dy+ F.dz) 
重力 的 功 Wa mee, = z) 
弹性 力 的 功 Wr = (92-22) 
定 轴 转 动 刚 体 上 力 的 功 Wu = |” Mdp 
平面 运动 刚体 上 力 系 的 功 | 


с, P2 
wu= | Fe'drc+ | M-do 
©, Pi 


3. 动能 定理 
微分 形式 dT= и 
积分 形式 T,- T, = > W, 


理想 约束 条 件 下 ,只 计算 主动 力 的 功 ,内 力 有 时 作 功 之 和 不 为 零 。 
4. 功率 是 力 在 单位 时 间 内 所 作 的 功 
SW 


P= 4; =Е:ә =F v, Р= M.o ( AHWR) 
5. 功率 方程 SI = Pa, - Pan ~ Pan 


6. 机 械 效率 
| ойж 
Дё BATE 
有 效 功率 = Ран + 3 = Pa, - Pan 


7. 有 势力 的 功 只 与 物体 运动 的 起 点 和 终点 的 位 置 有 关 , 而 与 物体 内 各 点 轨 
迹 的 形状 无 关 。 


8. 物体 在 势力 场 中 某 位 置 的 势能 等 于 有 势力 从 该 位 置 到 一 任 选 的 零 势能 
位 置 所 作 的 功 。 


重力 场 中 的 势能 V = mg(z — zo) 
弹性 力 场 中 的 势能 у= (2 - al) 
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车 以 自然 位 置 为 零 势 能 点 , 则 V= £ 


万 有 引力 场 中 的 势能 V= fm,m,(+-+) 


若 以 无 限 远 处 为 零 势能 点 , 则 V=- fmn m + 


9. 有 势力 的 功 可 通过 势能 的 差 来 计算 
Wy, = V, – У, 
10. 机 械 能 = 动能 + 势能 = T + V 
机 械 能 守恒 定律 ;如 质点 或 质点 系 只 在 有 势力 作用 下 运动 , 则 机 械 能 保持 不 
变 , 即 
T+ V =š 


思 = а 


13-1 摩擦 力 可 能 做 正 功 吗 ?举例 说 明 。 

13-2 三 个 质量 相同 的 质点 ,同时 由 点 A 以 大 小 相同 的 初速 度 v 。 抛 出 ,但 其 方向 各 不 
相同 ,如 图 13-27 所 示 。 如 不 计 空气 阻力 ,这 三 个 质点 落 到 水 平面 玉 - H 时 ,三 者 的 速度 大 
小 是 否 相等 ? 三 者 重力 的 功 是 否 相 等 ? 三 者 重力 的 冲 量 是 否 相等 ? 


图 13-27 Al 13-28 


13-3 均 质 圆 轮 无 初速 地 沿 斜面 纯 滚动 , 轮 心 降落 同样 高 度 而 到 达 水 平面 ,如 图 
13 一 28 所 示 。 忽 略 滚动 摩 阻 和 空气 阻力 , 问 到 达 水 平面 时 , 轮 心 的 速度 v SME BADR 
SARK? 当 轮 半径 趋 于 零 时 ,与 质点 滑 下 结果 是 否 一 致 ? 轮 半 径 趋 于 零 ,还 能 只 滚 不 滑 吗 ? 

13-4 小 球 连 一 不 可 伸缩 的 细 绳 , 强 绕 于 半径 为 R 
的 圆柱 上 ,如 图 13 ~ 29 所 示 。 如 小 球 在 水 平 光滑 面 上 运动 ， 
初始 速度 v ,垂直 于 细 强 。 问 小 球 在 以 后 的 运动 中 动能 不 
ЖЩ? 对 圆柱 中 心 轴 < 的 动量 矩 守恒 吗 ? 小 球 的 速度 总 是 
与 细 绳 垂直 吗 ? 

13-5 运动 员 起 跑 时 ,什么 力 使 运动 员 的 质心 加 速 运 
动 ? 什么 力 使 运动 员 的 动能 增加 ? 产生 加 速度 的 力 一 定 作 
Tay? 
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13-6 甲乙 两 人 重量 相同 , 沿 绕 过 无 重 滑轮 的 细 强 ,由 静止 起 同 
时 向 上 扑 升 ,如 图 13 -30。 如 甲 比 乙 更 努力 上 处 , 问 : 

(1) 谁 先 到 达 上 端 ? 

(2) 谁 的 动能 大 ? 

(3) 谁 做 的 功 多 ? 

(4) 如 何 对 甲乙 两 人 分 别 应 用 动能 定理 ? 

13-7 试 总 结 质心 在 质点 系 动 力学 中 有 什么 特殊 的 意义 。 

13-8 质量 为 m 的 质点 ,其 矢 径 的 变化 规律 为 

r = zí + yj + zk 

其 中 i,j,k 为 沿 固定 直角 坐标 轴 的 单位 矢量 ,x,y,z 为 时 间 的 已 知 函 数 。 试 给 出 动能 、 动 
量 、 对 坐标 原点 O 的 动量 矩 质点 承受 的 力 以 及 该 力 的 功率 的 表达 式 。 

13-9 两 个 均 质 圆 盘 ,质量 相同 ,半径 不 同 ,静止 平 放 于 光滑 水 平面 上 。 如 在 此 二 盘 上 
同时 作用 有 相同 的 力 偶 ,在 下 述 情况 下 比较 二 圆 盘 的 动量 动量 矩 和 动能 的 大 小 。 (1) 经 过 
同样 的 时 间 间 隔 ;(2) 转 过 同样 的 角度 。 


习 题 


13-1 ВЖЕ -=0.5 m, 可 绕 水 平 轴 O 转动 。 在 绕 过 圆 盘 的 绳 上 吊 有 两 物 块 A， 
B REHIA ma =3 kg, ma =2 kg。 绳 与 盘 之 间 无 相对 滑动 。 在 圆 盘 上 作用 一 力 偶 , 力 偶 
ЖЕ M=49 的 规律 变化 (M 以 N-mit, 以 rad 计 )。 求 由 p=0 到 gpg=2x 时 , 力 偶 M У 
Ж А,В 的 重力 所 作 的 功 之 总 和 。 


13-30 


题 13-1 图 题 13- 2 图 


13-2 用 跨 过 滑轮 的 绳子 牵引 质量 为 2 kg 的 滑 块 A 沿 倾角 为 30* 的 光滑 斜 档 运 动 。 设 
绳子 拉力 F=20 N。 计 算 滑 块 由 位 置 A 至 位 置 了 时 ,重力 与 拉力 下 所 作 的 总 功 。 

13-3 图 示 坦 克 的 履带 质量 为 m ,两 个 车 轮 的 质量 均 为 m, 。 车 轮 可 视 为 均 质 圆 盘 , 半 
径 为 R ,两 车 轮轴 间 的 距离 为 xR。 设 坦克 前 进 速度 为 ,计算 此 质点 系 的 动能 。 

13-4 长 为 /质量 为 m 的 均 质 杆 OA URRE O 固定 ,并 以 等 角速度 w 绕 铅 直 线 转 
动 ,如 图 所 示 。 如 杆 与 铝 直 线 的 交角 为 9, 求 杆 的 动能 。 


13-34 EG 13-4 图 


13-5 自动 弹射 器 如 图 放置 ,弹簧 在 未 受 力 时 的 长 度 为 200 mm, 恰 好 等 于 简 长 。 欲 使 
弹 敌 改变 10 mm, 需 力 2 N。 如 弹簧 被 压缩 到 100 mm, 然 后 让 质量 为 30 g 的 小 球 自 弹射 器 中 
射出 。 求 小 球 离开 弹射 器 简 口 时 的 速度 。 


78 


wy 
30° F 1 
题 13- 53 图 题 13-6 图 


13-6 图 示 冲 床 冲压 工件 时 冲 头 受 的 平均 工作 阻力 F = 52 kN, 工 作 行程 ;= 10 mm. 
飞轮 的 转动 惯量 了 = 40 kgm ,转速 n = 415 rmin。 假 定 冲压 工件 所 需 的 全 部 能 量 都 由 飞轮 
供给 ,计算 冲压 结束 后 飞轮 的 转速 。 

13-7 平面 机 构 由 两 匀 质 杆 AB, BO 组 成 ,两 杆 的 质量 均 为 m, KEY ERE 
面 内 运动 。 在 杆 АВ 上 作用 一 不 变 的 力 偶 矩 M ,从 图 
示 位 置 由 静止 开始 运动 ,不计 摩 氛 。 求 当 杆 端 A BB 
ЖШ ЖЕ О 时 杆 端 A 的 速度 。 

13-8 链条 全 长 := 1 m, 单 位 长 的 质量 为 o= 
2 kg/m, RHEE R=0.1 m, 质 量 m=1 kg 的 
滑轮 上 ,在 图 示 位 置 受 扰动 由 静止 开始 下 落 。 设 链条 
与 滑轮 无 相对 滑动 ,滑轮 为 均 质 圆 盘 , 求 链子 离开 滑 
轮 时 的 速度 。 

13-9 在 图 示 滑轮 组 中 悬挂 两 个 重 物 ,其 中 重 题 13_7 图 
物 工 的 质量 为 m, , 重 物 荆 的 质量 为 m,。 定 滑轮 O, 

的 半径 为 = ,质量 为 ms; 动 滑轮 О, 的 半径 为 r, ,质量 为 m,。 两 轮 都 视 为 均 质 圆 盘 。 如 强 
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重 和 摩擦 略 去 不 计 ,并 设 m >2m - ms。。 求 重 物 卫 由 静止 下 降 距 离 h 时 的 速度 。 


题 13-8 图 题 13-9 图 题 13 一 10 图 


13-10 两 个 质量 均 为 m, 的 物体 用 绳 连接 ,此 绳 跨 过 滑轮 O, 如 图 所 示 。 在 左 方 物体 
上 放 有 一 带 和 孔 的 薄 贺 板 ,而 在 右 方 物体 上 放 有 两 个 相同 的 贺 板 , 圆 板 的 质量 均 为 m, 。 此 质 
点 系 由 静止 开始 运动 , 当 右 方 物体 和 圆 板 落下 距离 т, 时 , 重 物 通 过 一 固定 圆 环 板 , 而 其 上 质 
EA 2т, 的 薄板 则 被 搁 住 。 摩 擦 和 滑轮 质量 不 计 。 如 该 重 物 继续 下 隆 了 距离 x, 时 速度 为 
=, x, 与 zi 的 比 。 | 

13-11 均 质 连 杆 AB 质量 为 4 kg, 长 / = 600 mm。 均 质 圆 盘 质量 为 6 kg, 半 径 r= 
100 mm。 弹 簧 刚度 为 上 =2 N/mm, AEH A 及 弹簧 的 质量 。 如 连 杆 在 图 示 位 置 被 无 初速 
释放 后 ,4 端 沿 光滑 杆 滑 下 , 圆 盘 做 纯 滚动 。 求 :(1) 当 AB 达 水 平 位 置 而 接触 弹 答 时 , 圆 盘 
与 连 杆 的 角速度 ;(2) 弹簧 的 最 大 压缩 量 ó, 


81 13-11 图 . Eñ 13-12 图 


13-12 图 示 带 式 运输 机 的 轮 B 受 恒 力 偶 M 的 作用 ,使 胶带 运输 机 由 静止 开始 运动 。 
车 被 提升 物体 А 的 质量 为 m , 轮 B Ж С 的 半径 均 为 ,质量 均 为 m2 ,并 视 为 均 质 圆柱 。 
运输 机 胶带 与 水 平 线 成 交角 0, 它 的 质量 忽略 不 计 , 胶 带 与 轮 之 间 没 有 相对 滑动 。 求 物 体 A 
移动 距离 时 的 速度 和 加 速度 。 


- ert е. 
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13-13 周转 齿轮 传动 机 构 放 在 水 平面 内 ,如 图 所 示 。 已 知 动 齿轮 半径 为 ,质量 为 
ml, 可 看 成 为 均 质 圆 盘 ; 曲 柄 OA ,质量 为 m, ,可 看 成 为 均 质 杆 ; 定 齿轮 半径 为 R。 在 曲柄 上 
作用 一 不 变 的 力 偶 , 其 矩 为 M ,使 此 机 构 由 静止 开始 运动 。 求 曲柄 转 过 o 角 后 的 角速度 和 角 
加 速度 。 


13-13 图 题 13- 14 图 


13-14 图 a,b 所 示 为 在 铅 垂 面 内 两 种 支持 情况 的 均 质 正方 形 板 , 边 长 均 为 ,质量 均 
为 m ,初始 时 均 处 于 静止 状态 。 受 某 干扰 后 均 沿 硕 时 针 方向 倒 下 ,不 计 摩 擦 , 求 当 OA 边 处 
于 水 平 位 置 时 ,两 方 板 的 角速度 。 

13-15 水 平均 质 细 杆 质量 为 m ,长 为 1,C AHR. FAA IER REE, BM 
一 挂钩 ,如 图 所 示 。 如 B 端 突然 脱落 , 杆 转 到 铝 垂 位 置 时 。 问 6 值 多 大 能 使 杆 有 最 大 角速度 ? 


题 13- 15 图 题 13 一 16 图 


13-16 均 质 细 杆 AB 长 1, 质 量 为 m, Б B 靠 在 光滑 的 墙 上 ,下 端 A 以 镑 链 与 均 质 
圆柱 的 中 心 相连 。 圆 柱 质量 为 m, ,半径 为 R, 放 在 粗 烽 水 平面 上 , 自 图 示 位 置 由 静止 开始 滚 
动 而 不 滑动 , 杆 与 水 平 线 的 交角 9 = 45"。 求 点 A 在 初 豚 时 的 加 速度 。 

13-17 图 示 车 床 切削 直径 D = 48 mm 的 工件 , 主 切削 力 下 =7.84 kN, 车 主轴 转速 
n =240 tjmin, 电 动机 转速 为 1 420 r/min, 主 传动 系统 的 总 效率 7=0.75。 求 车 床 主轴 电动 
机 主轴 分 别 受 的 力矩 和 电动 机 的 功率 。 


даті алаа Sine an. 
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А 


8113-17 图 题 13-18 图 


13-18 如 贸 所 示 ,测量 机 器 功率 的 动力 计 , 由 胶带 ACDB 和 杠杆 BF 组 成 。 胶 带 具 有 
MAMA AC TI BD ,并 套 住 机 器 的 滑轮 E 的 下 半 部 ,杠杆 支点 为 0。 借 升 高 或 降低 支点 
O ,可 以 变更 胶带 的 张力 ,同时 变更 轮 与 胶带 间 的 摩擦 力 。 杠 杆 上 挂 一 质量 为 3 kg 的 重 锤 ， 
使 杠杆 BF 处 于 水 平 的 平衡 位 置 。 如 力 辟 ! = 500 mm ,发 动机 转 数 n = 240 r/min, 求 发 动机 
的 功率 。 


合 问题 习题 


综 -I 滑 块 M 的 质量 为 m ,可 在 固定 于 铅 垂 面 内 半径 为 R 的 光滑 圆 环 上 滑动 ,如 图 
所 示 。 滑 块 M 上 系 有 一 刚度 系数 为 的 弹性 强 MOA ,此 绳 穿 过 固定 环 O ,并 固 结 在 点 A。 
已 知 当 滑 块 在 点 O 时 绳 的 张力 为 替 。 开 始 时 滑 块 在 点 B 静止 ; 当 它 受到 微小 扰动 时 , 即 沿 
圆 环 滑 下 。 求 下 滑 速度 o 与 9 角 的 关系 和 圆 环 的 约束 力 。 


~~ 


РЫ ` 


题 综 -1 图 题 综 -2 А 


综 -2 图 示 一 撞击 试验 机 ,主要 部 分 为 一 质量 m = 20 kg 的 钢 铸 物 ,固定 在 杆 上 , 杆 重 
和 轴承 摩 掠 均 忽略 不 计 AAP Bl ШЕЕ O 的 距离 为 ! = 1 m, 钢 铸 物 由 最 高 位 置 A 无 
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初速 地 落下 。 求 轴承 约束 力 与 杆 的 位 置 p 之 间 的 关系 。 并 讨论 p 等 于 多 少时 杆 受 力 为 最 大 
或 最 小 。 

综 -3 小 球 质量 为 m ,用 不 可 伸 长 的 线 拉 住 ,在 光滑 的 水 平面 上 运动 ,如 图 所 示 。 线 的 
另 一 端 穿 过 一 孔 以 等 速 v 向 下 拉动 。 设 开始 时 球 与 孔 间 的 距离 为 R, 孔 与 球 间 的 线段 是 直 
的 ,而 球 在 初 瞬时 的 速度 vw ,垂直 于 此 线段 。 求 小 球 的 运动 方程 和 线 的 张力 F( 提 示 : 解 题 时 
宜 采 用 极 坐 标 )。 


题 综 -3 图 ` 题 综 -4 图 


综 -4 正方 形 均 质 板 的 质量 为 40 kg, 在 铬 直 平 面 内 以 三 根 软 强 拉 住 , 板 的 边 长 5 = 
100 mm, 如 图 所 示 。 求 :(1) 当 软 强 FG 前 断后 ,木板 开始 运动 的 加 速度 以 及 AD 和 ВЕ 两 强 
的 张力 ;(2) 当 AD 和 BE 两 绳 位 于 铝 直 位 置 时 KD C 的 加 速度 和 两 绳 的 张力 。 

综 -5 图 示 三 楼 柱 A 沿 三 棱柱 B 的 斜面 滑动 ,4 和 B ЖЕШ Am, 与 m, ,三 棱柱 В 
ВЕНЫ УКТ 6 角 。 如 开始 时 物 系 静止 ,忽略 摩擦 , 求 运动 时 三 楼 柱 B 的 加 速度 。 


题 综 -5 图 题 综 -6 图 


综 ~6 如 图 所 示 , 轮 A 和 日 可 视 为 均 质 圆 盘 , 半 径 均 为 R ,质量 均 为 mm 。 绕 在 两 轮 上 
的 绳索 中 间 连 着 物 块 C, 设 物 块 C 的 质量 为 m, , 且 放 在 理想 光滑 的 水 平面 上 。 今 在 轮 A 上 
作用 一 不 变 的 力 偶 M, 求 轮 4 与 物 块 之 间 那 段 绳索 的 张力 。 

综 -7 图 示 圆 环 以 角速度 o 绕 铅 直 轴 AC 自由 转动 。 此 圆 环 半径 为 R, 对 轴 的 转动 惯 
BAS, CARER 4 放 一 质量 为 m 的 小 球 。 设 由 于 微小 的 干扰 小 球 离开 点 A ,小 球 与 
贺 环 间 的 摩擦 忽略 不 计 。 求 当 小 球 到 达 点 B 和 点 C 时 , 圆 环 的 角速度 和 小 球 的 速度 。 

&-8 HR AB 的 质量 为 m=4 kg, 其 两 端 悬 挂 在 两 条 平行 绳 上 , 棒 处 在 水 平 位 置 ， 
如 图 所 示 。 设 其 中 一 绳 突然 断 了 , 求 此 瞬时 另 一 绳 的 张力 F. 


— 


— 
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题 综 ~7 图 题 综 -8 图 


综 -9 图 示 为 曲柄 滑 模 机构, 均 质 曲柄 OA BK ERO 作 匀 角速度 转动 。 已 知 曲柄 
OA 的 质量 为 m, ,OA =>, ВС 的 质量 为 m, (重心 在 点 D). Ж A 的 重量 和 各 处 摩擦 
不 计 。 求 当 曲柄 转 至 图 示 位 置 时 , 滑 槽 BC 的 加 速度 、 轴 承 O 的 约束 力 以 及 作用 在 曲柄 上 的 
力 偶 和 矩 M. 


题 综 -10 图 


@-10 质量 为 m, 的 物体 上 肇 有 半径 为 > 的 半圆 糟 , 放 在 光滑 水 平面 上 , 原 处 于 静止 
状态 。 有 一 质量 为 m 的 小 球 自 A 处 无 初速 地 沿 光滑 半圆 梢 下 清 。 若 mu = 3 m , 求 小 球 滑 到 
В 处 时 相对 于 物体 的 速度 及 槽 对 小 球 的 正 压 力 。 

#-11 图 示 均 质 杆 长 为 27, 质量 为 m ,初始 时 位 于 ， 
水 平 位 置 。 如 A 端 脱落 , 杆 可 绕 通 过 B 端的 轴 和 转动 。 当 
杆 转 到 铅 垂 位 置 时 ,B 端 也 脱落 了 ,不 计 各 种 阻力 。 求 该 
HE B 端 脱落 后 的 角速度 及 其 质心 的 轨迹 。 

综 -12 深 子 A 质量 为 mi , 沿 倾角 为 6 的 斜面 向 下 
只 滚 不 滑 ,如 图 所 示 。 滚 子 借 一 跨 过 滑轮 в 的 绳 提升 质 
EA m, 的 物体 C ,同时 滑轮 BAO MR. RE A 与 滑轮 B 的 质量 相等 ,半径 相等 ,昌都 


为 均 质 圆 盘 。 求 滚 子 重心 的 加 速度 和 系 在 滚 子 上 绳 的 张力 。 


题 综 - 11 图 


Lae ea че. ee 
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题 综 — 12 图 题 综 - 13 图 


综 -13 图 示 机 构 中 , 物 块 A,B 的 质量 均 为 m ,两 均 质 圆 轮 C, D 的 质量 均 为 2m ,半径 
AR. C ER T XE SK RS CK 上 ,DD 为 动 滑轮 , 梁 的 长 度 为 3R , 绳 与 轮 间 无 滑动 ,系统 
由 静止 开始 运动 。 求 :(1) А 物 块 上 升 的 加 速度 ;(2) HE 段 绳 的 拉力 ;(3) 固定 端 K 处 的 约 
ЖЛ 

综 -14 在 图 示 机 构 中 , 沿 和 斜面 纯 滚动 的 圆柱 体 O ARKO 为 均 质 物体 ,质量 均 为 m, 
半径 均 为 尺 。 绳 子 不 能 伸缩 ,其 质量 略 去 不 计 。 粗 糙 斜 面 的 倾角 为 9, 不 计 滚 阻 力 偶 。 如 在 
鼓 轮 上 作用 一 常 力 偶 M。 求 :(1) 鼓 轮 的 角 加 速度 ;(2) 轴承 O 的 水 平 约束 力 。 


题 综 - 14 图 题 综 - 15 图 


综 - 15 均 质 细 杆 OA 可 绕 水 平 轴 O Ha, 9 ЕЕ RO Te A ХЕЙ 
直面 内 自由 旋转 ,如 图 所 示 。 已 知 杆 OA 长 1, 质 量 为 mi HERBY RREY m ER 
不 计 ,初始 时 杆 OA 水 平 , 杆 和 辆 盘 静 止 。 求 杆 与 水 平 线 成 9 角 的 瞬时 , 杆 的 角速度 和 角 加 速 
度 。 

综 - 16 图 示 三 楼 柱 体 ABC 的 质量 为 m , 放 在 光滑 4 
的 水 平面 上 ,可 以 无 摩 氛 地 滑动 。 质 量 为 m, 的 均 质 圆柱 
fk O 由 静止 沿 斜面 AB 向 下 纯 滚 动 ,如 斜面 的 价 角 为 ө. 
求 三 棱柱 体 的 加 速度 。 

综 -17 图 示 质量 为 m ,半径 为 > 的 均 质 圆柱 ,开始 
时 其 质心 位 于 与 OB 同一 高 度 的 点 C。 设 圆柱 由 静止 开始 ша -16 图 


rt 
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题 综 - 17 图 


沿 斜面 向 下 作 纯 滚动 , 当 它 滚 到 半径 为 R 的 圆 弧 AB 上 时 , 求 在 任意 位 置 上 对 圆 弧 的 正 压力 
和 摩擦 力 。 

综 -18 如 图 所 示 , 均 质 细 杆 AB 长 / ,质量 为 m, 由 直 44 
立 位 置 开始 滑动 ,上 端 A 沿 墙壁 向 下 滑 , 下 端 B 沿 地 板 向 
右 滑 ,不 计 摩擦 。 求 细 杆 在 任 一 位 置 o 时 的 角速度 w、 角 加 
速度 a 和 A,B 处 的 约束 力 。 

综 ~19 RAH AB 长 为 1 ,质量 为 m ,起初 紧 靠 在 NS в 
铅 垂 墙壁 上 ,由 于 微小 干扰 , 杆 绕 B 点 倾倒 如 图 。 不 计 摩 
擦 , 求 :(1) B 端 未 脱离 墙 时 4B 杆 的 角速度 、 角 加 速度 及 B 题 综 -18 图 
处 的 约束 力 ;(2) B 端 脱 高 墙壁 时 的 9, Я; (3) 杆 着 地 时 质 
心 的 速度 及 杆 的 角速度 。 

&-20 图 示 均 质 直 杆 OA , 杆 长 为 ! ,质量 为 m ,在 常 力 偶 的 作用 下 在 水 平面 内 从 静止 
开始 绕 轴 z 转动 , 设 力 偶 矩 为 M。 求 :(1) 经 过 时 间 上 后 系统 的 动量 .对 轴 z 的 动量 矩 和 动 
能 的 变化 ;(2) 轴承 的 动 约束 力 。 


第 十 四 章 ” 达 朗 贝尔 原理 (动静 法 ) 
达 朗 贝尔 原理 提供 了 研究 动力 学 问题 的 一 个 新 的 普遍 的 方法 , 即 用 静 力 学 
中 研究 平衡 问题 的 方法 来 研究 动力 学 问题 ,因此 又 称 为 动静 法 。 
§14-1 惯性 力 . 质点 的 达 朗 贝尔 原理 


设 一 质点 的 质量 为 mx, 加 速度 为 a, 作 用 于 质点 的 主动 力 为 了 ,约束 力 为 
Fa WE 14-1 所 示 。 由 牛顿 第 二 定律 ,有 


ma = F+ F. 
将 上 式 移 项 写 为 
F + Fy — ma = 0 
< F, = -ma (14-1) 
有 
Е+ Ен + F,=0 (14-2) 


F, 具有 力 的 量 纲 , 且 与 质点 的 质量 有 关 , 称 其 为 质点 的 惯性 力 , 它 的 大 小 等 于 质 
点 的 质量 与 加 速度 的 乘积 , 它 的 方向 与 质点 加 速度 的 方向 相反 。 式 (14 -2) 可 解 
释 为 :作用 在 质点 上 的 主动 力 .约束 力 和 虚 加 的 惯性 为 在 形式 上 组 成 平衡 力 系 。 
这 就 是 质点 欧 达 朗 贝尔 原理 。 


图 14-1 图 14~2 


应 该 强调 指出 ,质点 并 非 处 于 平衡 状态 ,这 样 做 的 目的 是 将 动力 学 问题 转化 
为 静 力 学 问题 求解 。 对 质点 系 动 力学 问题 ,这 一 方法 具有 很 多 优越 性 ,因此 在 工 
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程 中 应 用 比较 广泛 。 同 时 , 达 朗 贝尔 原理 与 下 一 章 的 虚 位 移 原 理 构 成 了 分 析 力 
学 的 基础 。 

例 14~1 :用 达 朗 贝尔 原理 求解 例 10- 3。 

解 : 视 小 球 为 质点 ,其 受 重力 (主动 力 ) me 与 强 拉 力 (约束 力 )Ft 作用 。 质 点 作 勾 速 圆周 
运动 ,只 有 法 向 加 速度 ,加 上 上 法 向 惯性 力 ,如 图 14-2 所 示 ， 
且 


2 
U 


"Теп 0 
根据 质点 的 达 朗 贝尔 原理 ,这 三 力 在 形式 上 组 成 平衡 力 系 ， 
mg+ Ет + F;=0 
取 上 式 在 图 示 自 然 轴 上 的 投影 式 , 有 
DF,=0, F+rcos 0 -— mg =0 DF,=0, Frsin 0— Fi =0 


解 得 F, = 22 1.96 N van) Ет —› | mis 
814-2 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 


设 质 点 系 由 п 个 质点 组 成 ,其 中 任 一 质点 i 的 质量 为 m. ,加 速度 为 a ,把 
作用 于 此 质点 上 的 所 有 力 分 为 主动 力 的 合力 F, .约束 力 的 合力 F ,对 这 个 质点 
假想 地 加 上 它 的 惯性 力 F,, = - ma, ,由 质点 的 达 朗 贝尔 原理 ,有 

Fi+F+F=0 (i=1,2,.…,n) (14-3) 
上 式 表 明 ,质点 系 中 每 个 质 REA EMA ARAM 尼 的 惯性 力 在 形式 上 组 
成 平衡 力 系 ,这 就 是 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 。 

把 作用 于 第 i 个 质点 上 的 所 有 力 分 为 外 力 的 合力 Fo ,内 力 的 合力 Fe , 则 

式 (14 -3) 可 改写 为 


Fi = та, = 


FO +ЕЎ + Е, =0 (i=1,2,.…,n) 
这 表明 ,质点 系 中 每 个 质点 上 作用 的 外 力 \ 内 力 和 它 的 惯性 力 在 形式 上 组 成 平衡 
HAR, ARASH, 空间 任意 力 系 平衡 的 充分 必要 条 件 是 力 系 的 主 矢 和 对 于 任 
一 点 的 主 矩 等 于 零 ; 即 
ШЕ? + DF? + УЕ, =0 
Z Mo(FP)+EM(F?)+5Mo(Fu)=0 
由 于 质点 系 的 内 力 总 是 成 对 存在 , 且 等 值 . 反 向 、 共 线 ,因此 有 立 Fo =0 和 
Mo (Е? ) =0, FÆ 
DFO + SF, = 0 | 


УМ,(Е®) + EM (F,,)=0 (14-4) 
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式 (14-4) 表 明 , 作 用 在 质点 系 上 的 所 有 外 力 与 虚 加 在 每 个 质点 上 的 惯性 力 在 形 
式 上 组 成 平衡 力 系 ,这 是 质点 系 达 朗 贝尔 原理 的 又 一 表述 。 

ТЕЙЛ Ж.Ж УЕ, WER, DM (F) AMA O MEM, ЕУ Е, H 
惯性 力 系 的 主 矢 , Mo (Fi ) 为 惯性 力 系 对 点 ONE, 5 BJ 2 RRE 
力 系 的 平衡 条 件 

Е. = УЕ, = БЕ" =0, Mo =2Mo(F,) = УМ,(Е°)=0 
比较 ,(14 一 4) 中 分 别 多 出 了 惯性 力 的 主 矢 缉 Fi 与 主 拭 纪 Mo (Fi), 由 质点 系 的 
达 朗 贝尔 原理 ,这 在 形式 上 也 是 一 个 平衡 力 系 ,因而 可 用 静 力学 各 章 所 述 求 解 各 
种 平衡 力 系 的 方法 ,求解 动力 学 问题 。 a 

例 14-2 :如 图 14-3 所 示 , 定 滑轮 的 半径 为 ,质量 m 均匀 分 布 在 轮 缘 上 , 绕 水 平 轴 O 
转动 。 跨 过 滑轮 的 无 重 强 的 两 端 挂 有 质量 为 m Mm 的 重 物 p | 
(m > m,), 强 与 轮 间 不 打滑 ,轴承 摩擦 忽略 不 计 , 求 重 物 的 加 速度 。 x Ft 

解 : 取 滑 轮 与 两 重 物 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 ,作用 于 此 质点 
系 的 外 力 有 重力 mig, m. g, mg 和 轴承 的 约束 力 F,,, Fo иа 
物 加 惯性 力 如 图 14 - 3, 大 小 分 别 为 


Fa = ma Fi = ma I ric 
记 滑轮 边缘 上 任 一 点 i 的 质量 为 m, ,加 速度 有 切 向 、 法 向 之 中 
分 ,加 惯性 力 如 图 ,大 小 分 别 为 
Fi = m,ra = ma Fr, = m, > Fr 
列 平衡 方程 图 14-3 
2 Mo = 0, (mig — Fy -mg- Fy)r- УЕ, r =0 

即 (mig — mia — mg — ma)r- Bmar=0 
注意 到 ÈD таг = (>т, )ar = mar 
解 得 а= m „ 


m, + m; + m 
例 14-3 飞轮 质量 为 m, FBX R, USARE o ЖЕРЕ), ТЕШ ЖЫШЖ RY 
布 在 较 薄 的 轮 缘 上 ,不 考虑 重力 的 影响 , 求 轮 缘 横 截面 的 y 
张力 。 | 
解 : 由 于 对 称 , 取 四 分 之 一 轮 缘 为 研究 对 象 , 如 图 14 Е, 

-4 SR, RM SBE Fy = ma", Bl 


= А . = m ж 2 
Fi; = ma; TERRA, Re 


列 平衡 方程 А 
УЕ, =0, Ж Fi cos 0, — Е, = 0 ` x 
DF, =0, Fy, sin 6, - Fz =0 Ер 


аі р 14-4 
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Е, = Ë ты *cos edo = ZREL, r= | 2 э Rw :sin баё = Же 
A o 2x 2r 2r 


由 于 对 称 , 任 一 模 截面 张力 相同 。 


§14-3 刚体 惯性 力 系 的 简化 


用 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 求解 质点 系 动 力学 问题 ,需要 对 质点 系 内 每 个 质点 
加 上 各 自 的 惯性 力 , 这 些 惯性 力也 形成 一 个 力 系 , 称 为 惯性 力 系 。 若 利用 静 力 学 的 
力 系 简化 理论 , 求 出 惯性 力 系 的 主 矢 和 主 矩 ,代替 具体 求解 时 对 每 一 个 质点 所 加 的 
惯性 力 ,将 给 解 题 带 来 方便 。 下 面 只 讨论 刚体 平移 , 定 轴 转 动 和 平面 运动 时 惯性 力 
系 的 简化 。 以 Fi 表示 惯性 力 系 的 主 和 ,由 (14 ~ 4) 中 第 一 式 及 质心 运动 定理 ,有 

Fr=—2F® = — mac (14-5) 

此 式 对 任何 质点 系 做 任意 运动 均 成 立 ,当然 适用 于 作 平 移 、 定 轴 转 动 与 平面 运动 
的 刚体 。 

由 更 力学 中 任意 力 系 简化 理论 知 , 主 矢 的 大 小 和 方向 与 简化 中 心 的 位 置 无 
关 , 主 矩 一 般 与 简化 中 心 的 位 置 有 关 。 下 面 对 刚体 作 平移 、 定 轴 转 动 .平面 运动 
时 惯性 力 系 简化 的 主 矩 进行 讨论 。 

1, 刚体 作 平移 

刚体 平移 时 ,每 一 瞬时 刚体 内 任 一 质点 i 的 加 速度 a, 与 质心 C 的 加 速度 ac 
相同 ,有 а, = ac ,刚体 的 惯性 力 系 分 布 如 图 14 5 所 示 , 任 选 一 点 O 为 简化 中 
心 , 主 矩 用 Mo 表示 ,有 

Mio = Dur; ХЕ, = Dr; X ( — ma, ) 
= - (>т) X ac = -mre X ac 

式 中 ,rc 为 质心 C 到 简化 中 心 O 的 矢 径 ,此 主 矩 一 般 
不 为 零 。 若 选 质心 C 为 简化 中 心 , EU Mi 表示， 
则 rc =0, 有 | 


Mic=0 (14-6) 

刚体 平移 时 ,惯性 力 对 任意 点 O 的 主 矩 一 般 不 
为 零 。 若 选 质心 为 简化 中 心 ,其 主 矩 为 零 ,简化 为 一 A 14-5 
合力 。 因 此 有 结论 :平移 刚体 的 惯性 力 系 可 以 简化 为 通过 质心 的 合力 ,其 大 小 等 
于 刚体 的 质量 与 加 速度 的 乘积 ,合力 的 方向 与 加 速度 方向 相反 。 

2. 刚体 定 轴 转 动 

刚体 定 轴 转 动 时 , 设 刚 体 的 角速度 为 w, 角 加 速度 为 < ,刚体 内 任 一 质点 的 
质量 为 m ,到 转轴 的 距离 为 x, , 则 刚体 内 任 一 质点 的 惯性 力 为 Fu = — жа, 
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为 简单 起 见 ,在 转轴 上 任 选 一 点 O 为 简化 中 心 ,由 第 四 章 知 , 力 对 点 的 矩 矢 在 通 
过 该 点 的 某 轴 上 的 投影 ,等 于 力 对 该 轴 的 矩 ,所 以 建立 直角 坐标 系 如 图 14 — 6 所 
AR ,质点 的 坐标 为 x; ,y › zi ,现在 分 别 计算 惯性 力 系 对 z,y,= BO, SR 
Mi ,Mi, ,Mi 表示 。 


图 14-6 


质点 的 惯性 力 Fl, = - ma, 可 分 解 为 切 向 惯性 力 F', 与 法 向 惯性 力 Fr , 它 
们 的 方向 如 图 14-6 所 示 ,大 小 分 别 为 
Fi; = ma! = туа F; = m;a} = m,r,w 
惯性 力 系 对 z HMA 
„= УМ, (F,,) = ZM, (Е) + УМ, (Ез) 


— 2 。， 
= 21тгасоз 0, * z, + У) — mrw sin 0, ° z, 


2 


而 cos 0 = =. sin 6, = Ë 
r; ri 
则 Mi = a >m,2;z, — @* Уту 
id ` 
J, =E myz Zi» Ja = утих; (14-7) 


称 其 为 对 于 = 轴 的 惯性 积 , 它 取决 于 刚体 质量 对 于 坐标 轴 的 分 布 情况 。 于 是 ， 
惯性 力 系 对 于 x RAH 


Мү. = J..a ~ Ја? (14-8) 
ТРИЕ y Ан 
ty = Ја + Јо? . (14-9) 


惯性 力 系 对 于 z июня" 
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My, = УМ, (Fi) + М, (Ет) 
由 于 各 质点 的 法 向 惯性 力 均 通过 轴 z, UM, (Е) =0,9 
M, = М, (Е) = Ў mra'r = - (Хут? )а= -J,a (14—10) 
综 上 可 得 ,刚体 定 轴 转 动 时 ,惯性 力 系 向 转轴 上 一 点 O 简化 的 主 矩 为 
Mio = Mii+ Myj + Mk (14-11) 
如 果 刚 体 有 质量 对 称 平面 且 该 平面 与 转轴 z 垂直 ,简化 中 心 O 取 为 此 平面 
与 转轴 z 的 交点 , 则 | 
J= = тахих, =0, J, = E myz = 0 
则 惯性 力 系 简化 的 主 插 为 
Mio = Mi = – Ј,а 
工程 中 绕 定 轴 转 动 的 刚体 常常 有 质量 对 称 平面 。 
于 是 得 结论 : 当 刚 体 有 质量 对 称 平面 且 绕 垂直 于 此 对 称 面 的 轴 作 定 轴 转动 
时 ,惯性 力 系 向 转轴 简化 为 此 对 称 面 内 的 一 个 力 和 一 个 力 偶 。 这 个 力 等 于 刚体 
质量 与 质心 加 速度 的 乘积 ,方向 与 质心 加 速度 方向 相反 ,作用 线 通 过 转轴 ;这 个 
力 偶 的 矩 等 于 刚体 对 转轴 的 转动 惯量 与 角 加 速度 的 乘积 ,转向 与 角 加 速度 相反 ç 
3. 刚体 作 平 面 运动 (平行 于 质量 对 称 平面 ) 
工程 中 , 作 平 面 运动 的 刚体 常常 有 质量 对 称 平面 , 且 平 行 于 此 平面 运动 , 现 
仅 限于 讨论 这 种 情况 下 惯性 力 系 的 简化 。 与 刚体 绕 定 轴 转 动 相 似 ,刚体 作 平 面 
运动 ,其 上 各 质点 的 惯性 力 组 成 的 空间 力 系 ,可 简化 为 在 质量 对 称 平面 内 的 平面 
力 系 。 取 质量 对 称 平面 内 的 平面 图 形 如 图 14-7 所 示 。 由 
运动 学 知 ,平面 图 形 的 运动 可 分 解 为 随 基点 的 平移 与 绕 基点 
的 转动 。 现 取 质 心 C 为 基点 , 设 质心 的 加 速度 为 ac , 绕 质 心 
~ 
转动 的 角速度 为 。, 角 加 速度 为 a, 与 刚体 绕 定 轴 转 动 相似 ， УЕ, ` 
此 时 惯性 力 系 向 质心 C 简化 的 主 矩 为 
Mic= -Jca (14 ~ 12) 


Җир, 为 刚体 对 通过 质心 且 垂直 于 质量 对 称 平面 的 轴 的 转动 惯量 。 

于 是 得 结论 :有 质量 对 称 平面 的 刚体 ,平行 于 此 平面 运动 时 ,刚体 的 惯性 力 
系 简化 为 在 此 平面 内 的 一 个 力 和 一 个 力 偶 。 这 个 力 通过 质心 ,其 大 小 等 于 刚体 
的 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 ,其 方向 与 质心 加 速度 的 方向 相反 ;这 个 力 偶 的 矩 等 
天 刚体 对 过 质心 县 垂 真 于 质量 对 称 面 的 轴 的 转动 惯量 与 角 如 速度 的 乘积 ,转向 
与 角 加 速度 相反 。 

9114-4 如 图 14- 8a 所 示 均 质 杆 的 质量 为 m ,长 为 !, 绕 定 轴 O 转动 的 角速度 为 。, 角 


14-7 
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加 速度 为 a。 求 惯性 力 系 向 点 O 简化 的 结果 (方向 在 图 上 通 出 )。 
解 : 该 杆 作 定 轴 转 动 ,惯性 力 系 向 点 O 简化 的 主 矢 . 主 矩 大 小 为 


Flo= т-а , Fo = mbo, Mio = -4 ml'a 


2 2 
方向 分 别 如 图 14- 8b 所 示 。 
注意 ,能 不 能 以 Fn = – mac 、 惯 性 力 和 质心 加 速度 ac 相反 为 由 ,把 惯性 力 
系 的 主 矢 画 在 C 点 ,如 图 14-8b 中 C 处 的 虚线 所 示 ? 


О! 
о Fio W 
@ 
гч 
а Mio 
C -E 
(a) 
Ё 14-8 


0114-5 如 图 14-9 所 示 , 电 动机 定子 及 其 外 壳 总 质量 为 mi; ,质心 位 于 O 处 。 转 子 的 
质量 为 m, ,质心 位 于 С 处 ,偏心 距 ОС = e, 图 示 平 面 为 转子 的 质量 对 称 平面 。 电 动机 用 地 脚 
螺钉 固定 于 水 平 基础 上 ,转轴 O 与 水 平 基础 间 的 距离 为 上 六。 运动 开始 时 ,转子 质心 C 位 于 最 
低位 置 ,转子 以 匀 角 速度 o 转动 。 求 基础 与 地 脚 螺钉 给 电动 机 总 的 约束 力 。 

М: 取 电 动机 整体 为 研究 对 象 , 作 用 于 其 上 的 外 力 有 重力 mg 与 mig, 基 础 与 地 脚 螺钉 
给 电动 机 的 约束 力 向 点 A 简化 ,得 一 力 偶 M 与 一 力 下 ,五 以 其 分 力 F. ,F, 表示。 定子 与 外 
壳 无 需 加 惯性 力 ,对 转子 来 说 ,由 于 角 加 速度 a = 0, 无 需 加 惯性 力矩 ,而 质心 加 速度 为 ew? ,所 
以 只 需 加 惯性 力 F, 如 图 14-9 所 示 ,其 大 小 为 

F, = mew’ 
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程 
УР, = 0 F, + Fysin e= 0 
УЕ, =0 F,— (mi + m,)g- Ficos g = 0 
>M,=0 М – mz gesin ç — Fihsin ç = 0 
A e= ot , 解 上 述 方程 组 ,得 
Е, = — m, eo? sin wt, F, = (m, + m;)g + m, eo? cos wt, M = тз gesin wt + m, ew° hsin wt 


例 14-6 如 图 14-10 所 示 , 电 动 绞车 安装 在 粱 上 , 梁 的 两 端 搁 在 支 座 上 ,绞车 与 梁 共 
重 为 P。 绞 盘 半 径 为 R, 与 电机 转子 固 结 在 一 起 ,转动 惯量 为 / ,质心 位 于 O 处 。 绞 车 以 加 
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速度 a 提升 质量 为 m 的 重 物 ,其 他 尺寸 如 图 。 求 y 
ЖЖ А,В 受到 的 附加 约束 力 。 

R: 取 整 个 系统 为 研究 对 象 , 作 用 于 质点 系 的 
外 力 有 重力 mg, P 及 支 座 A,B 对 梁 的 法 向 约束 力 
F, ,Fs( 没 画 支 座 处 摩擦 力 或 者 忽略 支 座 处 摩擦 
力 )。 重 物 作 平移 ,加 惯性 力 如 图 14-10 所 示 , 其 
大 小 为 

F, = ma 
绞盘 与 电机 转子 共同 绕 O 转动 ,由 于 质心 位 于 转 
轴 上 ,所 以 只 有 惯性 力矩 ,其 大 小 为 
Mio = а=] ® 
方向 如 图 14 – 10 所 示 。 
由 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 , 列 平衡 方程 
之 Ma =0, mgl: + Fil, + Pl, + Mio = FA (L, +1,)=0 
УЕ; =0 F,+Fs,-mg-P-F,=0 


解 得 


1 
F, = тт | mgl: + Pls + a ( mi; ++) | 


Fo= TFr meh РО +Һ-1,)+а(тїһ-{-)] 


上 式 中 前 两 项 为 支 座 静 约束 力 , 因 此 支 座 А,В 受到 的 附加 压力 为 


Е; = ("а ++) F; = 2. (m, -去 ) 
附加 压力 (或 附加 动 约 束 力 ) 决 定 于 惯性 力 系 ,只 求 附加 压力 时 , 列 方程 时 可 以 不 考虑 惯 
性 力 以 外 的 其 他 力 。 | | 
例 14-7 均 质 圆 盘 质量 为 т, ,半径 为 R。 均 质 细 长 杆 长 1 =2R ,质量 为 m- HRA 
Sb AM RE ШИ 14- lla 所 示 。 如 在 A 处 加 一 水 平 拉力 下 ,使 轮 沿 水 平面 纯 滚 动 。 
问 : 力 下 为 多 大 方 能 使 杆 的 B 端 刚好 离开 地 面 ? 又 为 保证 纯 滚 动 , 轮 与 地 面 间 的 静 滑 动 摩擦 
因数 应 为 多 大 ? 
Ж: 细 丁 刚好 离开 地 面 时 仍 为 平移 , 则 地 面 约束 力 为 零 , 设 其 加 速度 为 a, 取 杆 为 研究 对 
象 , 杆 承 受 的 力 并 加 上 惯性 力 如 图 14 - 11b 所 示 , 其 中 Ес = ma 按 达 朗 贝 尔 原理 列 平衡 
方程 
=M,=0 т, аКзіп 30° — m, gRcos 30° = 0 
解 出 a=V3¢ 
取 整体 为 研究 对 象 ,承受 的 力 并 加 上 惯性 力 如 图 14 — па 所 示 ,其 中 


Fa = mya, My =} m, R? < 


2 R 
由 2M, =0 FR - FR ~ My - FicRsin 30° — т, соз 30° = 0 
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解 得 

EN 
由  ÈF,=0 Е-Е, - (т +т,)а=0 
解 出 F -Š mg 
而 F,<f.Fs= f.(mi t т, )g 
解 得 r> = Bm 


由 以 上 例题 可 见 ,用 动静 法 求解 动力 学 问题 的 步骤 与 求解 静 力 学 平衡 问题 
相似 ,只 是 在 分 析 物 体 受 力 时 ,应 再 加 上 相应 的 惯性 力 ;对 于 刚体 , 则 应 按 其 运动 
形式 的 不 同 ,加 上 相应 惯性 力 系 的 简化 结果 。 为 计算 方便 ,加 惯性 力 时 , 主 矢 与 
主 矩 的 方向 在 图 上 最 好 与 加 速度 a 及 角 加 速度 a 反 向 ,而 列 出 的 惯性 力 的 表达 
式 只 表示 大 小 ,在 实际 计算 时 , 按 图 示 方向 考虑 正 负 即 可 ,而 不 用 再 加 人 负 号 了 。 
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在 日 常生 活 和 工程 实际 中 ,有 大 量 绕 定 轴 转 动 的 刚体 (电动 机 、 柴 油 机 、 电 风 
鹿 、 车 床 主轴 等 等 ) ,如 何 使 这 些 机 械 在 转动 时 不 产生 破坏 、 振 动 与 噪声 ,是 工程 
师 相当 关心 的 问题 。 如 果 这 些 机 械 在 转动 起 来 之 后 轴承 受 力 与 不 转 时 轴承 受 力 
一 样 , 则 一 般 说 来 这 些 机 械 不 会 产生 破坏 ,也 不 会 产生 振动 与 噪声 。 从 理论 上 讲 
从 而 也 在 实践 上 ,这 一 点 是 能 够 做 到 的 。 由 前 面 已 知 静 约束 力 与 动 约束 力 的 概 
念 ,对 绕 定 轴 转 动 的 刚体 ,如果 能 够 消除 轴承 动 约束 力 ,使 轴承 只 受到 静 约 束 力 
作用 ,就 可 以 做 到 这 一 点 。 为 此 , 先 把 任意 一 个 绕 定 轴 转 动 刚体 的 轴承 全 约束 力 
(包括 静 约 束 力 与 动 约束 力 ) 求 出 来 ,然后 再 推出 消除 动 约束 力 的 条 件 。 

设 任 一 刚体 绕 轴 AB 定 轴 转 动 , 角 速度 为 w, 角 加 速度 为 a, 取 此 刚体 为 研 
究 对 象 ,转轴 上 一 点 O 为 简化 中 心 ,其 上 所 有 的 主动 力 向 O 点 简化 的 主 矢 与 主 
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EAF 与 Mo 表示 ,惯性 力 系 向 O 点 简化 的 主 矢 与 主 矩 以 Fn 与 Mio 表 示 ( 注 
Ж Fe 没有 沿 z 方向 的 分 量 ) ,轴承 А,В 处 的 五 个 全 
约束 力 分 别 以 Fa, Ел, Fo, o Fo, o, Fs, 表示 , 均 如 图 
14 一 12 所 示 。 
为 求 出 轴承 А,В 处 的 全 约束 力 , 建 立 坐 标 系 如 

图 14- 12 所 示 , 根 据 质点 系 的 动静 法 。 这 形成 一 个 
空间 任意 平衡 力 系 , 列 平衡 方程 如 下 

УЕ, =0 Е+Е+Е,+Е,=0 

УЉЕ =0 F, *+F, +F,, + F,,=0 

УЕ, =0 F, + F,,=0 

之 M.=0 F,,: OB - F,,* OA + M, + M,, =0 

2ZM,=0 F,,*OA - Fy," OB + M, + М, =0 图 14-12 
HERS 个 方程 解 得 轴承 全 约束 力 为 | 

Fu. = -3B[(M, + Е, OB) + (My + Е, ` OB) 


Fy =g (M, -Fw OB) + (M, — Fy, OB)] 
Fa = Z8[(M, - F. * OA) + (M, ~ F, * OA)] (14-13) 


Fy, = – qgl (M, + Е„ ОА) + (M, + Р, ОА)] 
Е. = ~ Е, 
由 于 惯性 力 没有 沿 z 轴 方 向 的 分 量 ,所 以 止 推 轴承 B 沿 z 轴 的 约束 力 F,。 
与 惯性 力 无 关 , 而 与 轴 垂 直 的 轴承 约束 力 FA。 , Fa, Fo, Fs 显然 与 惯性 力 系 
ШЕКЕ УЖ Mo 有关。 由 于 Fin ,Mio 引起 的 轴承 约束 力 称 为 动 约束 力 ， 
要 使 动 约束 力 等 于 零 , 必 须 有 
Е.=Е,=0 M,,=M,,=0 
即 要 使 轴承 动 约束 力 等 于 零 的 条 件 是 :惯性 力 系 的 主 矢 等 于 零 ,惯性 力 系 对 于 + 
WA у 轴 的 主 矩 等 于 零 。 
由 式 (14--S$) 和 式 (14-8),(14- 9) ,应 有 
Fy, = — mac, = 0, F, = — mac, = 0 
Mi = J..a — Јо? =0, M,,= J,.a +J = 0 
由 此 可 见 , 要 使 惯性 力 系 的 主 矢 等 于 零 , 必 须 有 ac =0, 即 转轴 必须 通过 质心 。 
而 要 使 Mi.=0,Mu =0, 必 须 有 J- = J, =0, 即 刚体 对 于 转轴 z 的 惯性 积 必须 
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等 于 零 。 
于 是 得 结论 ,刚体 线 定 轴 转 动 时 ,避免 出 现 轴承 动 约束 力 的 条 件 是 :转轴 通 
如 果 刚 体 对 于 通过 某 点 的 < PORE, 和 J 等于零, 则 称 此 轴 为 过 该 
点 的 惯性 主轴 。 通 过 质心 的 惯性 主轴 , 称 为 中 心 惯 性 主轴 。 所 以 上 述 结论 也 可 
叙述 为 :避免 出 现 轴承 动 约束 力 的 条 件 是 ,刚体 的 转轴 应 是 刚体 的 中 心 惯 性 主 
轴 。 - 
и 设 刚 体 的 转轴 通过 质心 , 且 刚 体 除 重力 外 ,没有 受到 其 他 主动 力作 用 , 则 刚 
体 可 以 在 任意 位 置 静止 不 动 , 称 这 种 现象 为 静 平 衡 。 当 刚体 的 转轴 通过 质心 且 
为 惯性 主轴 有 时 ,刚体 转动 时 不 出 现 轴承 动 约束 力 , 称 这 种 现象 为 动 平衡 。 能 够 静 
平衡 的 定 轴 转 动 刚体 不 一 定 能 够 实现 动 平 衡 ,但 能 够 动 平衡 的 定 轴 转动 刚体 肯 
定 能够 实现 静 平 衡 。 
事实 上 ,由 于 材料 的 不 均匀 或 制造 ,安装 误差 等 原因 ,都 可 能 使 定 轴 转动 刚 
体 的 转轴 偏离 中 心 惯性 主轴 。 为 了 避免 出 现 轴 承 动 约束 力 ,确保 机 器 运行 安全 
可 靠 ,在 有 条 件 的 地 方 ,可 在 专门 的 静 平衡 与 动 平 衡 试验 机 上 进行 静 、 动 平衡 斌 
验 ,根据 试验 数据 ,在 刚体 的 适当 位 置 附 加 一 些 质 量 或 去 掉 一 些 质量 ,使 其 达到 
静 、 动 平衡 。 静 平衡 试验 机 可 以 调整 质心 在 转轴 上 或 尽 可 能 地 在 转轴 上 , 动 平衡 
试验 机 可 以 调整 对 转轴 的 惯性 积 ,使 其 对 转轴 的 惯性 积 为 零 或 尽 可 能 地 为 零 。 
当然 ,在 工程 中 也 有 相反 的 实例 , 即 制造 定 轴 转动 刚体 时 ,故意 制造 出 偏心 
PE ,如 某 些 打 夯 机 , 正 是 利用 偏心 块 的 运动 来 夯实 地 基 的 ,这 种 情况 另 当 别 论 。 
例 14-8 如 图 14-13 所 示 , 轮 盘 ( 连 同 轴 ) 的 质量 m =20 kg, 转 轴 AB 与 轮 盘 的 质量 对 
称 面 垂直 ,但 轮 盘 的 质心 C 不 在 转轴 上 ,偏心 距 ¿= 
0.1 mm。 当 轮 盘 以 匀 转 速 n = 12 000 r/min 转动 时 , 求 轴承 
А,В 的 约束 力 。 = 
解 : 由 于 转轴 AB 与 轮 盘 的 质量 对 称 面 垂直 ,所 以 转 Fy 
轴 AB 为 惯性 主轴 , 即 对 此 轴 的 惯性 积 为 零 , 又 由 于 是 匀速 
转动 ,a = 0, 所 以 惯性 力矩 均 为 零 , 取 此 刚体 为 研究 对 象 ， 
当 重 心 C 位 于 最 下 端 时 ,轴承 处 约束 力 最 大 , 受 力图 如 图 


14-13 所 示 , 由 于 轮 盘 为 匀速 转动 ,质心 C 只 有 法 向 加 速 14-13 
度 

a, = ew = mx (12.000 117s) = 158 m/s’ 
因此 惯性 力 大 小 为 


Fi = ma, =3 160 N 
方向 如 图 14- 13 所 示 。 
由 质点 系 的 动静 法 , 列 平衡 方程 可 得 
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Fsa = Fre = (mg + Fi) = 方 x (20x9.81+3 160)N=1 680 N 
其 中 轴承 动 约束 力 为 于 FI=1 580 N。 由 此 可 见 ,在 高 速 转动 下 ,0.1 mm 的 偏心 距 所 引起 的 


轴承 动 约束 力 ,可 达 静 约束 力 村 mg = 98 N 的 16 倍 之 多 ! 而 且 转 速 越 高 ,偏心 距 越 大 ,轴承 


动 约束 力 越 大 ,这 势必 使 轴承 磨损 加 快 , 甚 至 引起 轴承 的 破坏 。 再 者 ,注意 到 惯性 力 F 的 方 
向 随 刚 体 的 旋转 而 周期 性 的 变化 ,使 轴承 动 约束 力 的 大 小 与 方向 也 发 生 周 期 性 的 变化 ,因而 
势必 引起 机 器 的 振动 与 噪声 ,同样 会 加 速 轴承 的 磨损 与 破坏 。 因 此 ,必须 尽量 减 小 与 消除 偏 
DE, 

对 此 题 , 设 系统 质心 位 于 转轴 上 ,由 于 安装 误差 , 轮 盘 盘面 与 转轴 成 角 0 = 1 , 轮 盘 为 均 
质 贺 盘 ,半径 为 200 mm, 厚 度 为 20 mm, 为 1 m, 轮 盘 质 量 与 转速 不 变 。 可 求 得 此 时 静 约束 
力 仍 为 98 N, 但 动 约束 力 为 5 493 N( 计 算 略 ,有 兴趣 的 读者 可 以 计算 ) ,是 静 约 束 力 的 56 倍 
之 多 ,这 对 轴承 受 力 是 相当 不 利 的 ,所 以 应 尽量 减少 安装 误差 。 


小 结 
1. 设 质 点 的 质量 为 m ,加 速度 为 a , 则 质点 的 惯性 力 F. 定义 为 
F = — ma 


2. 质点 的 达 朗 贝尔 原理 :质点 上 除了 作用 有 主动 力 F 和 约束 力 F、 外 ,如 
果 假 想 地 认为 还 作用 有 该 质点 的 惯性 力 Fi, 则 这 些 力 在 形式 上 形成 一 个 平衡 力 
系 , 即 
F+Fy+F,=0 
3. 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 :在 质点 系 中 每 个 质点 上 都 假想 地 加 上 各 自 的 惯 
性 力 Fe , 则 质点 系 的 所 有 外 力 FO 和 惯性 力 Fi, ,在 形式 上 形成 一 个 平衡 力 系 ， 
可 以 表示 为 
ШЕ? + Е„=0 
> Mo (Е? ) + M,(F,,) =0 
4. 刚体 惯性 力 系 的 简化 结果 : 
(1) 刚体 平移 ,惯性 力 系 向 质心 C 简化 , 主 矢 与 主 矩 为 
F = – mac M, = 0 
(2) 刚体 绕 定 轴 转 动 ,惯性 力 系 向 转轴 上 一 点 O RL, ХУ 
Fi= -mac, M, =M,i+ Mi j + МЕ 
其 中 ， M,,=J,.a-J,w° M,=J,a+J,.07 M = – Ја 
Ja = È тух, J, = È myz J, = Ути? 
如 果 刚 体 有 质量 对 称 平面 , 且 此 平面 与 转轴 z 垂直 , 则 惯性 力 系 向 此 质量 
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对 称 平面 与 转轴 z 的 交点 O 简化 , 主 矢 与 主 矩 为 
Е; = – тас Mio= -J. a 
(3) 刚体 作 平 面 运动 , 若 此 刚体 有 一 质量 对 称 平面 且 此 平面 作 同 一 平面 运 
动 ,惯性 力 系 向 质心 СЕ, ERMEK 
五 ;= 一 mac Mic = – Ја 
AP Je 为 对 过 质心 且 与 质量 对 称 平面 垂直 的 轴 的 转动 惯量 。 
5. 刚体 绕 定 轴 转 动 ,消除 动 约束 力 的 条 件 是 ,此 转轴 是 中 心 惯 性 主轴 (转轴 
过 质心 且 对 此 轴 的 惯性 积 为 零 ); 质心 在 转轴 上 ,刚体 可 以 在 任意 位 置 静止 不 动 ， 
称 为 静 平 衡 ;转轴 为 中 心 惯性 主轴 ,不 出 现 轴 承 动 约束 力 , 称 为 动 平衡 。 


а = = 


14-1 应 用 动静 法 时 ,对 静止 的 质点 是 否 需 要 加 惯性 力 ? 对 运动 着 的 质点 是 否 都 需要 
加 惯性 力 ? | 

14-2 质点 在 空中 运动 ,只 受到 重力 作用 , 当 质 点 作 自由 落体 运动 .质点 被 上 抛 、 质 点 从 
楼 顶 水 平 弹出 时 ,质点 惯性 力 的 大 小 与 方向 是 否 相 同 ? 

14-3 如 图 14-14 所 示 , 均 质 滑轮 对 轴 O 的 转动 惯量 为 J , 重 物质 量 为 m ,拉力 为 F， 
强 与 轮 间 不 打滑 。 当 重 物 以 等 速 o 上 升 和 下 降 ,以 加 速度 a 上 升 和 下 降 时 , 轮 两 边 绳 的 拉力 
是 否 相同 ? | 


| |m 


ВА 14-14 Ё 14-15 


14-4 E] 14—15 所 示 的 平面 机 构 中 ,AC/ BD, 且 AC = BD = а, AB 的 质量 为 
m ,长 为 1。 问 杆 AB 作 何 种 运动 ? 其 惯性 力 系 的 简化 结果 是 什么 ? 车 杆 AB 是 非 均 质 杆 又 
如 何 ? 

14-5 任意 形状 的 均 质 等 厚 板 ,垂直 于 板 面 的 轴 都 是 惯性 主轴 ,对 吗 ? 不 与 板 面 垂直 的 
轴 都 不 是 惯性 主轴 ,对 吗 ? 

14-6 如 图 14—16 所 示 , 不 计 质 量 的 轴 上 用 不 计 质 量 的 细 杆 固 连 着 几 个 质量 均等 于 
m 的 小 球 , 当 轴 以 匀 角 速度 о 转动 时 ,图 示 各 情况 中 哪些 满足 动 平衡 ? 哪些 只 满足 静 平衡 ? 
哪些 都 不 满足 ? 
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14-1 图 示 由 相互 铵 接 的 水 平 臂 连 成 的 传送 带 , 将 圆柱 形 零 件 从 一 高 度 传送 到 另 一 个 
高 度 。 设 零件 与 璧 之 问 的 摩擦 因数 人 = 0.2。 求 :(1) 降落 加 速度 a 为 多 大 时 ,零件 不 致 在 水 
Ж Е 50; (2) 在 此 加 速度 a 下 ,比值 л/а 等 于 多 少时 ,零件 在 滑动 之 前 先 倾倒 。 


题 14-1 图 题 14-2 图 


14-2 图 示 汽车 总 质量 为 m ,以 加 速度 a 作 水 平 直线 运动 。 汽 车 质心 G 离 地 面 的 高 
度 为 上 ,汽车 的 前 后 轴 到 通过 质心 垂 线 的 距离 分 别 等 于 c Mo. 求 其 前 后 轮 的 正 压力 ;又 , 汽 
车 应 如 何 行驶 能 使 前 后 轮 的 压力 相等 ? 

14-3 图 示 和 矩形 块 质量 т, = 100 kg, 置 于 平台 车 上 ,车 质量 m = 50 kg, 此 车 沿 光滑 的 
水 平面 运动 。 车 和 和 撼 形 块 在 一 起 由 质量 为 m AES ,使 之 作 加 速 运动 。 设 物 块 与 车 之 
间 的 摩 氛 力 足够 阻止 相互 滑动 , 求 能 够 使 车 加 速 运 动 的 质量 m 的 最 大 值 ,以 及 此 时 车 的 加 
速度 大 小 。 

14-4 调 速 器 由 两 个 质量 为 m 的 均 质 圆 盘 构成 , 圆 盘 偏 ， ҮГҮТҮ аА, 
了 两 点 。 调 速 器 以 等 角速度 o AGAR BL ЖЕН ДБ ЖЕТЕ AMER, ЖИЕ 
质量 为 m ,并 放 在 圆 盘 上 。 不 计 摩擦 , 求 角 速度 o 与 偏 角 2 之 间 的 关系 。 


题 14-3 图 题 14-4 图 
14-5 曲柄 滑 道 机 构 如 图 所 示 ,已 知 圆 轮 半 径 为 >, 对 转轴 的 转动 惯量 为 了 , 轮 上 作用 
一 不 变 的 力 偶 M, ABD 滑 槽 的 质量 为 m ,不 计 摩 掠 。 求 圆 轮 的 转动 微分 方程 。 


题 14-5 题 14-6 图 
14-6 图 示 长 方形 均 质 平板 ,质量 为 27 kg, 由 两 个 销 A 各 B 悬挂 。 恕 果 突 然 撤去 销 
B, 求 在 撤去 销 B 的 瞬时 平板 的 角 加 速度 和 销 A HARA. 
14-7 图 示 为 均 质 细 杆 弯 成 的 圆 环 ,半径 为 r, 转 轴 O 通过 圆心 乘 直 于 环 面 ,A WA 
由 ,AD 段 为 微小 缺口 , 设 圆 环 以 匀 角 速度 о 绕 轴 O 转动 , 环 的 线 密度 为 p ,不 计 重 力 , 求 任意 
截面 В 处 对 AB 段 的 约束 力 。 | | 


39 14-7 W 14-8 图 
14-8 图 示 均 质 曲 杆 ABCD ,刚性 地 连接 于 铝 直 转轴 上 ,已 知 CO = OB = 56。 转轴 以 匀 
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角速度 о 转动 , 欲 使 AB 及 CD 段 截面 只 受 沿 杆 的 轴 向 力 , 试 求 4B,CD 段 的 曲线 方程 。 

14-9 转速 表 的 简化 模型 如 图 所 示 。 杆 CD 的 两 端 各 有 质量 为 m 的 C RAD 球 , 杆 
CD 与 转轴 AB 铵 接 于 各 自 的 中 点 ,质量 不 计 。 当 转轴 AB 转动 时 , 杆 CD 的 转角 就 发 生变 
化 。 设 o=0 时 ,9?= 9o, 且 盘 筑 中 无 力 。 盘 簧 产生 葛 力 矩 M 与 转角 o 的 关系 为 M=A(9- 
go), 式 中 为 盘 筑 刚度 系数 。 轴 承 A.B 间距 高 为 26。 求 (1) 角速度 o B fi o 的 关系 ; 
(2) 当 系 统 处 于 图 示 平 面 时 ,轴承 А,В 的 约束 力 。 


Е 14-9 图 题 14-10 图 . . . 


14-10 轮轴 质心 位 于 O 处 ,对 轴 O 的 转动 惯量 为 Jo 。 在 轮轴 上 系 有 两 个 质量 各 为 
т, 和 m, 的 物体 , 若 此 轮轴 以 顺 时 针 转 向 转动 , 求 轮轴 的 角 加 速度 a 和 轴承 O 的 动 约束 力 。 

14-11 如 图 所 示 ,质量 为 m 的 物体 A 下 落 时 ,带动 质量 为 m, 的 均 质 圆 盘 B 转动 ， 
不 计 支 架 和 绳子 的 重量 及 轴 上 的 摩擦 ,BC = a, Ж B 的 半径 为 R。 求 固定 端 C 的 约束 力 。 


题 14- 11 图 14-128 


14-12 图 示 电 动 绞车 提升 一 质量 为 m 的 物体 ,在 主动 轴 上 作用 有 一 矩 为 M 的 主动 力 
偶 。 已 知 主动 轴 和 从 动 轴 连 同安 装 在 这 两 轴 上 的 齿轮 以 及 其 他 附属 零件 的 转动 惯量 分 别 为 
J Ж»; ДЕ 22:2, =i; ЖОЕ | ,此 轮 半径 为 R。 设 轴承 的 摩擦 和 吊 索 的 质量 
均 略 去 不 计 , 求 重 物 的 加 速度 。 


习 题 339 


14-13 图 示 为 升降 重 物 用 的 叉车 ,B 为 可 动 圆 滚 (滚动 支 座 ) ,又 头 DBC HAREC 与 
铅 直 导 杆 连接 。 由 于 液压 机 构 的 作用 ,可 使 导 杆 在 铝 直 方向 上 升 或 下 降 ,因而 可 升降 重 物 。 
已 知 叉 车 连同 铅 直 导 杆 的 质量 为 1 500 kg, 质 心 在 G, ; 叉 头 与 重 物 的 共同 质量 为 800 kg, 质 
心 在 G,。 如 果 叉 头 向 上 的 加 速度 使 得 后 轮 A 的 约束 力 等 于 零 , 求 这 时 滚轮 B 的 约束 力 。 


题 14-13 图 题 14-14 图 


14-14 当 发 射 卫星 实现 星 箭 分 离 时 ,打开 卫星 整流 单 的 一 种 方案 如 图 所 示 。 先 由 释放 
机 构 将 整流 单 缓慢 送 到 图 示 位 置 ,然后 令 火箭 加 速 ,加 速度 为 a, 从 而 使 整流 单 向 外 转 。 当 其 
质心 CAME CH, ORE A MKT ,使 整流 音 离 开火 箭 。 设 整流 单质 量 为 mw ,对 轴 O 
的 回转 半径 为 p, 质 心 到 轴 O 的 距离 OC = r。 问 整流 畦 脱落 时 ,角速度 为 多 大 ? 

14-15 图 示 曲 柄 OA 质量 为 m, ,长 为 7 ,以 等 角速度 o 绕 水 平 轴 OO 道 时 针 方 向 转动 。 
曲柄 的 A 端 推动 水 平板 B, 使 质量 为 m, 的 滑 杆 C 沿 铝 直方 向 运动 。 忽 略 摩擦 , 求 当 曲柄 与 
水 平方 向 夹 角 6= 30" 时 的 力 偶 矩 M 及 轴承 O 的 约束 力 。 


题 14- 15 图 题 14-16 图 


14-16 曲柄 播 杆 机 构 的 曲柄 OA 长 为 ,质量 为 m ,在 力 偶 M( 随 时 间 而 变化 ) 驱 动 下 
以 匀 角 速度 wo 转动 ,并 通过 滑 块 A 带动 播 杆 BD 运动 。OB WE, BD 可 视 为 质量 为 8m 的 
均 质 等 直 杆 ,长 为 3r。 不 计 滑 块 A 的 质量 和 各 处 摩擦， 图 示 了 瞬时 ,OA4 水 平 .9= 30"。 求 此 时 
RAIRE M 和 O 处 约束 力 。 
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14-17 图 示 均 质 板 质量 为 m, 放 在 两 个 均 质 圆柱 深 子 上 , 滚 子 质量 皆 为 字 , 其 半径 均 
为 r。 如 在 板 上 作用 一 水 平 力 下 ,并 设 滚 子 无 滑动 , 求 板 的 加 速度 。 


题 14- 17 图 Rm 14-18 图 


14-18 ЕЕРЕЕ ТНА ЮН, НАН ОА = r,AB=2y, 质 量 分 别 为 m 和 
2m , 滑 块 质量 为 т. HI OA 匀速 转动 ,角速度 为 wo 。 在 图 示 瞬 时 , 滑 块 运行 阻力 为 下 。 不 
计 摩 擦 , 求 滑 道 对 滑 块 的 约束 力 及 OA 上 的 驱动 力 偶 矩 Mo 。 

14-19 BARBI IME m =1 kg, K I m I 
偏心 距 e, =0.5 mm, 小 砂轮 了 质量 m, = 0.5 kg， 
偏心 距 е =1 mm。 电 机 转子 下 质量 т, = 8 kg, 
无 偏心 ,带动 砂轮 旋转 ,转速 x =3 000 r/min。 求 
转动 时 轴承 А,В 的 附加 动 约 束 力 。 

14-20 =Ë А, B Ta C 的 质量 各 为 
12 kg, 共 同 固 结 在 x 轴 上 ,位 置 如 图 所 示 。 若 A 
盘 质 心 G 的 坐标 为 (320,0,5) ,而 已 和 C 盘 的 质 
心 在 轴 上 。 今 车 将 两 个 质量 均 为 1 kg 的 均衡 质 
量 分 别 放 在 B 和 C 盘 上 , 问 应 如 何 放置 可 使 轴 系 
达到 动 平衡 ? 


题 14-19 图 


题 14- 20 图 


ee cn maae aOR 


第 十 五 章 虚 位 移 原 理 


虚 位 移 原理 应 用 功 的 概念 分 析 系 统 的 平衡 问题 ,是 研究 静 力 学 平衡 问题 的 
另 一 途径 。 

虚 位 移 原 理 与 达 朗 贝尔 原理 结合 起 来 组 成 动力 学 普遍 方程 ,为 求解 复杂 系 
统 的 动力 学 问题 提供 了 另 一 种 普遍 的 方法 ,构成 了 分 析 力 学 的 基础 。 本 书 只 介 
绍 虚 位 移 原理 的 工程 应 用 ,而 不 按 分 析 力 学 的 体系 追求 其 完整 性 和 严密 性 。 


$15-1 约束 . 虚 位 移 . ED 


1. 约束 及 其 分 类 

在 第 一 章 ,我 们 将 限制 物体 位 移 的 周围 物体 称 为 该 物体 的 约束 。 为 研究 上 
的 方便 , 现 将 约束 定义 为 :限制 质点 或 质点 系 运动 的 条 件 称 为 约束 ,表示 这 些 限 
制 条 件 的 数学 方程 称 为 约束 方程 。 我 们 从 不 同 的 角度 对 约束 分 类 如 下 。 

(1) 几何 约束 和 运动 约 东 

限制 质点 或 质点 系 在 空间 的 几何 位 置 的 条 件 称 为 几何 约束 。 例 如 图 15- 1 
所 示 单 摆 , 其 中 质点 M 可 绕 固 定点 O 在 平面 Ory 内 摆动 , 摆 长 为 !。 这 时 摆 杆 
对 质点 的 限制 条 件 是 :质点 M 必须 在 以 点 O 为 圆心 \ 以 ! 为 半径 的 圆周 上 运 


动 。 若 以 х,у 表示 质点 的 坐标 , 则 其 约束 方程 为 хо + у =[%„ ХШ, EA M 
在 图 15 - 2 所 示 固 定 曲面 上 运动 ,那么 曲面 方程 就 是 质点 М 的 约束 方程 , 即 
f(r,y,z)=0 


f(x,y,2)=0 


15-1 Ё 15-2 
又 例如 ,在 图 15-3 SRR HE FPO SER АВ 所 受 约束 有 :点 A 只 能 作 以 


点 О 为 圆心 ,以 r 为 半径 的 圆周 运动 ;点 B 与 点 A 间 的 距离 始终 保持 为 杆 长 1; 
点 日 始终 沿 滑 道 作 直线 运动 。 这 三 个 条 件 以 约束 方程 表示 为 
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15-3 
=, t yà = r° 
(хв хл) + (ув ул) = 
Ув = 0 
上 述 例子 中 各 约束 都 是 限制 物体 的 几何 位 置 , 因 此 都 是 几何 约束 。 

在 力学 中 ,除了 几何 约束 外 ,还 有 限制 质点 系 运动 情况 的 运动 学 条 件 , 称 为 
运动 约束 。 例 如 ,图 15 - 4 所 示 车 轮 沿 直线 轨道 作 纯 滚动 时 ,车 轮 除 了 受到 限制 
其 轮 心 A 始终 与 地 面 保持 距离 为 ~ 的 几何 约束 ys = r 外 ,还 受到 只 滚 不 消 的 运 
动 学 的 限制 , 即 每 一 瞬时 有 


图 15~4 15-5 
上 述 约束 就 是 运动 约束 ,该 方程 即 为 约束 方程 。 设 zs 和 9 分 别 为 点 A 的 坐标 
和 车 轮 的 转角 ,有 ws = za, w= pg。 则 上 式 又 可 改写 为 
t,-re=90 

(2) 定常 约束 和 非 定 常 约束 

图 15 ~ 5 为 一 摆 长 1 随时 间 变 化 的 单 摆 , 图 中 重 物 M 由 一 根 穿 过 固定 圆 环 
O 的 细 绳 系 住 。 设 摆 长 在 开始 时 为 1, ,然后 以 不 变 的 速度 v 拉动 细 强 的 另 一 
端 ,此 时 单 摆 的 约束 方程 为 


$15-1 HE ВІ - 29 343 


х? + у= (L, — ut)? 
由 上 式 可 见 ,约束 条 件 是 随时 间 变 化 的 ,这 类 约束 称 为 非 定 常 约束 。 

不 随时 间 变 化 的 约束 称 为 定常 约束 ,在 定常 约束 的 约束 方程 中 不 显 含 时 间 
1, 15 -1 所 示 单 摆 的 约束 是 定常 约束 。 

(3) 其 他 分 类 

如 果 约 束 方程 中 包含 坐标 对 时 间 的 导数 (如 运动 约束 ) ,而 且 方 程 不 可 能 积 
分 为 有 限 形式 ,这 类 约束 称 为 非 完整 约 束 。 非 完整 约束 方程 总 是 微分 方程 的 形 
式 。 反 之 ,如 果 约 东方 程 中 不 包含 坐标 对 时 间 的 导数 ,或 者 约束 方程 中 的 微分 项 
可 以 积分 为 有 限 形式 ,这 类 约束 称 为 完整 约束 。 例 如 ,在 上 述 车 轮 沿 直线 轨道 作 
纯 滚动 的 例子 中 ,其 运动 约束 方程 +, — rp =0 虽 是 微分 方程 的 形式 ,但 它 可 以 
积分 为 有 限 形式 ,所 以 仍 是 完整 约束 。 完 整 约 束 方程 的 一 般 形式 为 

FL Wis Zis Ens Yno z, st)=0 (j=1,2,.…,s) 
AF ?为 质点 系 的 质点 数 ,s 为 完整 约束 的 方程 数 。 

在 前 述 单 摆 的 例子 中 , 摆 杆 是 一 刚性 杆 , 它 限 制 质 点 沿 杆 的 拉 什 方向 的 位 
移 ,又 限制 质点 沿 杆 的 压缩 方向 的 位 移 ， 这 类 约束 称 为 双 侧 约束 (或 称 为 固执 约 
东 ), 双 侧 约 束 的 约束 方程 是 等 式 。 若 单 摆 是 用 绳子 系 住 的 ， 则 绳子 不 能 限制 质 
点 沿 绳子 缩短 方向 的 位 移 ， 这 类 约束 称 为 单 侧 约束 (或 称 为 非 固执 约束 ) , 单 侧 约 
束 的 约束 方程 是 不 等 式 。 例如 , 单 侧 约 束 的 单 摆 ,其 约束 方程 为 


z+y 
本 章 只 讨论 定常 的 双 侧 几 何 约束 ， 其 约束 方程 的 一 般 形式 为 
fi (Ti Ys Za Ta y, Za) = 0 (j=1,2," ,5) 
AP ”为 质点 系 的 质点 数 ,* 为 约束 的 方程 数 。 


2. 虚 位 移 

在 静止 平衡 问题 中 ,质点 系 中 各 个 质点 都 不 动 。 我 们 设想 在 约束 允许 的 条 
件 下 ,给 某 质 点 一 个 任意 的 ,极其 微小 的 位 移 。 例 如 在 图 15 - 2 中 ,可 设想 质点 
M 在 固定 曲面 上 沿 某 个 方向 有 一 极 小 的 位 移 5r。 在 图 15 -3 中 ,可 设想 曲柄 在 
平衡 位 置 上 转 过 任 一 极 小 角 бе ,这 时 点 A 沿 圆 弧 切线 方向 有 相应 的 位 移 ёг, 
点 B 沿 导轨 方向 有 相应 的 位 移 5rs 。 上 述 两 例 中 的 位 移 $7 „òp, òra ,ӧғ MEA 
束 人 允许 的 、 可 能 实现 的 某 种 假想 的 极 微 小 的 位 移 。 在 某 瞬时 ,质点 系 在 约束 允许 
的 条 件 下 Н ,可 能 实现 的 任何 无 限 小 的 位 移 称 为 虚 位 移 。 虚 位 虚 位 移 可 以 是 线 位 移 , 也 
可 以 是 角 位 移 。 虚 位 移 用 符号 8 表示 , 它 是 变 分 符号 ,“ 变 分 "包含 有 无 限 小 的 
“变更 ”的 意思 。 | 

必须 注意 , 虚 位 移 与 实际 位 移 (简称 实 位 移 ) 是 不 同 的 概念 。 实 位 移 是 质点 
系 在 一 定时 间 内 真正 实现 的 位 移 , 它 除了 与 约束 条 件 有 关外 ,还 与 时 间 、 主 动力 


一 а 
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以 及 运动 的 初始 条 件 有 关 ; 而 虚 位 移 仅 与 约束 条 件 有 关 。 因 为 虚 位 移 是 任意 的 
无 限 小 的 位 移 , 所 以 在 定常 约束 的 条 件 下 , 实 位 移 只 是 所 有 虚 位 移 中 的 一 个 ,而 
虚 位 移 视 约 束 情况 ,可 以 有 多 个 ,甚至 无 穷 多 个 。 对 于 非 定 常 约束 , 某 个 瞬时 的 
虚 位 移 是 将 时 间 固 定 后 ,约束 所 人 允许 的 虚 位 移 ,而 实 位 移 是 不 能 固定 时 间 的 ,所 
以 这 时 实 位 移 不 一 定 是 虚 位 移 中 的 一 个 。 对 于 无 限 小 的 实 位 移 , 我 们 一 般 用 微 
分 符号 表示 ,例如 dr ,dz,dp,… 等 。 

3. 虚 功 

力 在 虚 位 移 中 作 的 功 称 为 虚 功 。 如 图 15 - 3 中 , 按 图 示 的 虚 位 移 , 力 正 的 
BUA F-dr, ,是 负 功 ; 力 偶 M 的 虚 功 为 M589, 是 正 功 。 力 下 在 虚 位 移 Sr ЕЕ 
020—0 OW = Fedor 表示 ,本 书 中 的 虚 功 与 实 位 移 中 的 元 功 虽然 采用 同一 
符号 5W ,但 它们 之 间 是 有 本 质 区 别 的 。 因 为 虚 位 移 只 是 假想 的 ,不 是 真实 发 生 
的 ,因而 虚 功 也 是 假想 的 ,是 虚 的 。 图 15 - 3 中 的 机 构 处 于 静止 平衡 状态 ,显然 
任何 力 都 没 作 实 功 ,但 力 可 以 作 虚 功 。 

4. 理想 约束 

如 果 在 质点 系 的 任何 虚 位 移 中 ,所 有 约束 力 所 作 虚 功 的 和 等 于 零 , 称 这 种 约 
束 为 理想 约束 。 若 以 Fy 表示 作用 在 某 质点 ; 上 的 约束 力 ,8r, 表示 该 质点 的 虚 
LLB Wu 表示 该 约束 反 力 在 虚 位 移 中 所 作 的 功 , 则 理想 约束 可 以 用 数学 公式 
表示 为 

óW, = WN = УЕ, dr, =0 

ВЕЕ ЖБ, OTR eR EE ENT KE 
索 .固定 端 等 约束 为 理想 约束 , 现 从 虚 位 移 原 理 的 角度 看 ,这 些 约束 也 为 理想 
HR., 
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设 有 一 质点 系 处 于 静止 平衡 状态 , 取 质点 系 中 任 一 质点 m, ,如 图 15 -6 所 
示 ,作用 在 该 质点 上 的 主动 力 的 合力 为 F, ,约束 力 的 合力 为 F。 因 为 质点 系 处 
于 平衡 状态 , 则 这 个 质点 也 处 于 平衡 状态 ,因此 有 

Е, + Fy; = 0 
车 给 质点 系 以 某 种 虚 位 移 ,其 中 质点 m, 的 虚 位 移 为 53x, , 则 
作用 在 质点 m, 上 的 力 F, 和 下; 的 虚 功 的 和 为 
Е, Sr; + Fy; ‘ôr; =0 

对 于 质点 系 内 所 有 质点 ,都 可 以 得 到 与 上 式 同样 的 等 

式 。 将 这 些 等 式 相 加 ,得 图 15-6 
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УЕ, dr, + X Fy "г, =0 
如 果 质 点 系 具 有 理想 约束 , 则 约束 力 在 虚 位 移 中 所 作 虚 功 的 和 为 零 , 即 
X Fy Sr =O, RA ER 
DIF, àər, = 0 (15—1) 
用 ow, RARE ШТЕЙ X m, БЕ ЖЫЛ MR, AF OW,, = F,r, MERE 
以 写 为 
OW, = 0 (15-2) 
可 以 证 明 , 上 式 不 仅 是 质点 系 平衡 的 必要 条 件 ,也 是 充分 条 件 。 
因此 可 得 结论 :对 于 具有 理想 约束 的 质点 系 ,其 平衡 的 充分 必要 条 件 是 : 作 
用 于 质点 系 的 所 有 主动 力 在 任何 虚 位 移 中 所 作 虚 功 的 和 等 于 零 。 上 述 结论 称 为 
虚 位 移 原 理 ,又 称 为 虚 功 原理 , 式 (15- 1) (15 - 2) 又 称 为 虚 功 方程 。 
式 (15- 1) 也 可 写成 解析 表达 式 , 即 
УЕ, ёх, + Fydy, + F.8z,) = 0 (15-3) 
AP Fas Fp Fa ЖЕЙ И т, 的 主动 力 F, 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 ,Sz,， 
ду, òr: 为 虚 位 移 бг, 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 。 
以 上 证 明了 虚 位 移 原理 的 必要 性 , 即 : 若 质点 系 平衡 则 式 (15 - 1) 必 定 成 立 。 应 该 指出 ， 
式 (15 - 1) 也 是 质点 系 平衡 的 充分 条 件 , 即 :在 满足 式 (15 — 1) 的 条 件 下 ,质点 系 必 保持 平衡 状 
态 。 下 面 采用 反 证 法 证 明 虚 位 移 原理 的 充分 性 。 
如 果 质 点 系 受 力作 用 而 处 于 非 静 止 平 衡 状 态 , 则 此 质点 系 在 初始 戎 止 状态 下 ,经 过 dt 时 
j] , 必 有 某 些 质点 由 静止 而 发 生 运动 ,而且 其 位 移 应 沿 该 质点 所 受 合力 的 方向 。 设 该 质点 主 
动力 的 合力 为 F ,约束 力 的 合力 为 Fu;。 当 约 东 条 件 不 随时 间 而 变化 时 ,真实 发 生 的 小 位 移 
也 应 满足 该 质点 的 约束 条 件 ,是 可 能 实现 的 虚 位 移 之 一 , 记 为 Sr, , 则 必 有 不 等 式 
(F; + Fx,)*8r, >0 
质点 系 中 发 生 运动 的 质点 上 作用 力 的 虚 功 都 大 于 零 ,而 保持 静止 的 质点 上 作用 力 的 虚 功 
等 于 零 ,因而 全 部 虚 功 相 加 仍 为 不 等 式 , 即 
DCF; + Fy;)+dr; >0 
理想 约束 下 ,有 
Z Fy òr =0 
由 此 得 出 
UF, 8r,>0 
这 与 式 (15 - 1) 是 矛盾 的 。 
由 上 得 证 :满足 式 (15 - 1) 条 件 之 下 ,质点 系 必定 保持 静止 平衡 状态 ,这 就 是 虚 位 移 原理 
的 充分 性 。 
应 该 指出 ,虽然 应 用 虚 位 移 原理 的 条 件 是 质点 系 应 具有 理想 约束 ,但 也 可 以 
用 于 有 摩擦 的 情况 ,只 要 把 摩擦 力 当 作 主 动力 ,在 虚 功 方程 中 计 和 人 摩擦 力 所 作 的 
He Dy BP ay, 
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例 15~1 如 图 15-7 所 示 , 在 螺旋 压榨 机 的 手柄 AB 上 作用 一 在 水 平面 内 的 力 偶 (下 ， 
F’) ABR M=2FL TEREA hn。 求 机 构 平衡 
时 加 在 被 压榨 物体 上 的 力 。 | + 

解 : 研究 以 手柄 .螺杆 和 压板 组 成 的 平衡 系统 。 若 
忽略 螺杆 和 螺母 间 的 摩擦 , 则 约束 是 理想 的 。 

作用 于 平衡 系统 上 的 主动 力 为 :作用 于 手柄 上 的 力 
(ACF F’), ЖЕЖ ERMA Fy. 

给 系统 以 虚 位 移 ,将 手柄 按 螺 纹 方向 转 过 极 小 角 
59, 于 是 螺杆 和 压板 得 到 向 下 的 位 移 8s。 

计算 所 有 主动 力 在 虚 位 移 中 所 作 虚 功 的 和 , 列 出 虚 
功 方程 ` 15-7 

LW, = – Ём*8з5+2Е1+8р=0 

由 机 构 的 传动 关系 知 :对 于 单 头 螺纹 ,手柄 AB 2—38, ЕТИ A ШЖ h, 故 有 


32 _ Šs 即 8з = h. 


ax Rh’ òp 
x А 2х 
将 上 述 虚 位 移 8s 与 59 的 关系 式 代 和 人 虚 功 方程 中 ,得 
Fyh 
DoW, = (27 - >= ) 30 =0 
因 гр 是 任意 的 , 故 
Fuh _ 
28 - =0 
解 得 
Е = 41р 


h 
作用 于 被 压 樟 物体 上 的 力 与 此 力 等 值 反 向 。 
例 15-2 15 — 8a 中 所 示 结 构 , 各 杆 自重 不 计 , 在 G 点 作用 一 铝 直 向 上 的 力 F， 
АС = СЕ = СР = СВ = DG= СЕ =1„ RXB В 的 水 平 约束 力 。 


Ё 15-8 
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约束 力 , 需 把 В 处 水 平 约束 解除 ,以 力 Fa 代替 ,把 此 力 当 作 主 动力 , 则 结构 变 成 图 15- 8Ь 所 
示 的 机 构 ,此 时 就 可 以 假想 产生 虚 位 移 ,用 虚 位 移 原 理 求 解 。 
用 解析 法 。 建 坐标 系 如 图 , 列 虚 功 方程 
SWr=0 Е, хь + F+ Q yc = 0 
写 出 点 日 的 坐标 ro SAC 的 坐标 yc | 
Xg = 2{соз 0 yc = 3lsin 0 
其 变 分 为 
xg = —2lsin 080 дус = 31соѕ 088 
将 ze ,3yc 代入 虚 功 方程 ,得 
Е, ( — 21sin 080) + F+3lcos 080 = 0 
解 得 Fa, => Foot 0 
KAMRE C, G 两 点 之 间 连 接 一 自重 不 计 、 刚 度 系数 为 & 的 弹簧 ,如 图 15 - 9а 所 示 。 
在 图 示 位 置 弹簧 已 有 伸 长 基 5, ,其 他 条 件 不 变 , 仍 求 支 座 B 的 水 平 约束 力 。 则 仍 需 解除 B 
处 水 平方 向 约束 ,去 掉 弹 簧 , 均 代 之 以 力 ,如 图 15 -9b 所 示 。 在 图 示 位 置 ,弹簧 有 伸 长 量 5,， 
所 以 弹性 力 Ес = Fo = ku。 仍 用 解析 法 , 列 虚 功 方程 
Wp =0 Fy, хв + Ес бус — Еу, + Еу, = 0 
而 хв = 21соз 0 yc = lsin 0 Yo = Зізіп 0 


图 15-9 
其 变 分 为 
dxp = —2151п 080 бус = ¿cos 060 бус = 31соѕ 080 
代入 虚 功 方程 ,得 
Fz, (一 21sin 080) + kà, * {сов 080 — k, *31cos 080 + F+31cos 080 = 0 


解 得 Fa, = + Foot 8 — hdocot 0 


例 15-3 В 15-10 所 示 椭 圆规 机 构 中 , 连 杆 AB 长 为 1, 滑 块 A,B 与 杆 重 均 不 计 , 忽 
SRE ,机构 在 图 示 位 置 平衡 。 求 主动 力 F. SF, 之 间 的 关系 。 
М: 研究 整个 机 构 ,系统 的 约 东 为 理想 约束 。 对 此 题 ,可 用 下 述 几 种 方法 求解 。 
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E 15-10 


(О 设 给 滑 块 A 一 图 示 的 虚 位 移 Sr, ,在 约束 允许 的 条 件 下 BR В 的 虚 位 移 or, 如 图 
所 示 ,由 虚 位 移 原 理 
DF, èr = 0 
有 Е, -òra – Fa "гь = 0 (a) 
ARG F, 与 Fs WER B RWS dr, 与 dr, 的 关系 。 由 于 AB 杆 为 刚性 杆 , A ,B 两 点 
的 虚 位 移 在 AB 连 线 上 的 投影 应 该 相等 ,由 图 有 Srs сов ф= drasin p, 
即 br, =Srgcot p (b) 
将 式 (b) 代 和 人 式 (a) ,得 
F,cot pp- Fp = 0 
Н dr, 是 任意 的 , 解 得 
F, = Festan p 
(2) 用 解析 法 。 建 立 图 示 坐 标 系 , 由 
DAF, 82; + Fydy;+ F.,ëz,)=0 
有 . - Еъёхь — Fydy, = 0 (c) 
写 出 A,B 点 的 坐标 ,为 
Хв = {соз ф Ул = isin ф 
实施 变 分 运算 (类 似 微分 运算 ) ,有 
dx, = — lsin фёф дуд = [cos gë 
将 8zs 5 ду, RAR(c) , 解 得 
Е, = Fg tan ф 
(3) FoR R Ae WAY GSE £ a tH TA FT HS BEER”. FRAT BY BAR КЁ EE dr, dr 


是 在 某 个 极 短 的 时 间 dt 内 发 生 的 ,这 时 对 应 点 A 和 点 B 的 速度 o ,= ОА Яо, = 全称 为 于 


d de 
ЖЖ. RARA) 
Favs — Fava = 0 (d) 
由 速度 投影 定理 Ugcos p= vasin 9 


得 VB = va tan ф (e) 


"ma a em NE ERR асте читаа. a  — усы 
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把 式 (e) 代 入 式 (d) 得 
F, = Fytan ф 

例 15-4 图 15-11 所 示 机 构 , 不 计 各 构件 自重 与 各 处 摩擦 , 求 机 构 在 图 示 位 置 平衡 
时 ,主动 力 偶 矩 M SEMA F 之 间 的 关系 。 

R: 系统 的 约束 为 理想 约束 ,假想 杆 OA 在 图 
示 位 置 道 时 针 转 过 一 微小 角度 50, 则 点 C 将 会 有 
水 平 虚 位 移 Src ,由 

3W,=0 有 M80- Far, = 0 (a) 

现在 的 问题 是 应 找 出 80 与 rc 的 关系 , 杆 OA 的 
微小 转角 86 将 引起 滑 块 B 的 牵连 位 移 br, AMA 
绝对 位 移 dr, 与 相对 位 移 or, MAAR. HAP 
可 看 出 ， 


ôr, 
дл. = m0 
_ wna È _ _ А80 
而 òr, = ОВ 80 = 180 дле = br, = — 


代入 式 (a) , 解 得 
Eh 


sin’ 0 


车 用 虚 速 度 法 ,有 Mo- Fv. = 0, BARE o 与 点 C HEEE Ж T El rh В ШЕ {УЖ 
关系 ,只 需 把 各 虚 位 移 改 为 虚 速 度 即 可 , 即 


=OB.w=_A . = _ _Fh 
Ve OB: w smo” Us ve Sint O 有 M= 


也 可 建 图 示 坐 标 系 , 由 83Wr = 0 


有 | М8@ + Féxc=0 
而 ze =hcot G+ ВС, drc= - 28 
sin 0 
解 得 M= 
sin 0 


#115-5 求 图 $- 12a 所 示 无 重组 合 梁 支 座 A 的 约束 力 。 
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R: 解除 支 座 A 的 约束 , 代 之 以 约束 力 Fs ,将 F, 看 作为 主动 力 ,如 图 15 -~ 12b 所 示 。 
假想 支 座 A 产生 如 图 所 示 虚 位 移 , 则 在 约束 允许 的 条 件 下 ,各 点 虚 位 移 如 图 所 示 , 列 虚 功 方 
程 

ŠW, = 0 F. "5а — F, tòs, + М°*8ф+ Е, 3s = 0 
从 图 中 可 看 出 


11 
še = a ds =3°B9= 38s, 8и = 11.3p= Has, 


代 和 人 虚 功 方程 得 


由 以 上 数 例 可 见 ,用 虚 位 移 原理 求解 机 构 的 平衡 问题 ,关键 是 找 出 各 虚 位 移 
之 闻 的 关系 ,一般 应 用 中 ,可 采用 下 列 三 种 方法 建立 各 虚 位 移 之 间 的 关系 。 

(1) 设 机 构 某 处 产生 虚 位 移 , 作 图 给 出 机 构 各 处 的 虚 位 移 , 直 接 按 几 何 关 
Ж ,确定 各 有 关 虚 位 移 之 间 的 关系 ,如 例 15-1,15-2,15-3,15-5。 

(2) 建立 坐标 系 , 选 定 一 合适 的 自 变量 , 写 出 各 有 关 点 的 坐标 ， 对 各 坐标 进 
行 变 分 运算 ,确定 各 虚 位 移 之 间 的 关系 ,如 例 15 ~2,15 一 3,15 -4。 

(3) 按 运 动 学 方法 RTE REE URS AKA EE ,计算 各 虚 
速度 时 ,可 采用 运动 学 中 各 种 方法 ,如 点 的 合成 运动 方法 ,刚体 平面 运动 的 基点 
法 ,速度 投影 定理 , 瞬 心 法 及 写 出 运动 方程 再 求 导 数 等 ,如 例 15-2,15- 3。 

用 虚 位 移 原理 求解 结构 的 平衡 问题 时 ,要求 某 一 支 座 反 力 时 ,首先 需 解除 该 
支 座 约束 而 代 以 约束 力 ,把 结构 变 为 机 构 ,把 约束 力 当 作 主 动力 ,这 样 ,在 虚 位 移 
方程 中 只 包含 一 个 未 知 力 ,然后 用 虚 位 移 原 理 求 解 。 如 例 15-4,15-5, HB 
求 多 个 约束 力 , 则 需要 一 个 一 个 地 解除 约束 用 虚 位 移 原理 求解 ,这样 求解 有 时 并 
不 方便 ,如 例 15-4,15- 5, 若 要 求 各 处 约束 力 , 则 不 如 用 平衡 方程 方便 。 


小 结 


1. 虚 位 称 ， 虚 功 ， 理想 约 束 | 

在 某 甩 时 ,质点 系 在 约束 允许 的 条 件 下 ,人 所 假想 的 任何 无 限 小 位 移 称 为 虚 
位 移 。 虚 位 移 可 以 是 线 位 移 , 也 可 以 是 角 位 移 。 

力 在 虚 位 移 中 所 作 的 功 称 为 虚 功 。 

在 质点 系 的 任何 虚 位 移 中 ,所 有 约束 力 所 作 虚 功 的 和 等 于 零 ,这 种 约束 称 为 

2. 虚 位 移 原理 :对 于 具有 理想 约束 的 质点 系 ,其 平衡 条 件 是 作用 于 质点 系 


上 的 所 有 主动 力 在 任何 虚 位 移 上 所 作 虚 功 的 和 等 于 零 。 其 一 般 表 达 形 式 为 
ŠW, = 0 


思 = 题 351 


虚 位 移 原理 是 不 同 于 列 平 衡 方程 求解 静 力 学 平衡 问题 的 一 种 方法 。 虚 位 移 
原理 可 以 用 于 具有 理想 约束 的 系统 ,也 可 以 用 于 具有 非 理想 约束 的 系统 。 虚 位 
移 原理 可 以 求 主动 力 之 间 的 关系 ,也 可 以 求 约束 力 。 


思 考题 


15-1 Ё 15—13 所 示 机 构 均 处 于 静止 平衡 状态 ,图 中 所 给 各 虚 位 移 有 无 错误 ? 如 有 
错误 ,应 如 何 改 正 ? 


图 15-13 


15-2 对 图 15- 14 所 示 各 机 构 ,你 能 用 哪些 不 同 的 方法 确定 虚 位 移 50 与 力 F 作用 点 
A 的 虚 位 移 的 关系 ,并 比较 各 种 方法 。 


15—14 
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15-3 Ё 15-15 所 示 平 面 平衡 系统 , 若 对 整体 列 平衡 方程 求解 时 ,是 否 需 要 考虑 弹簧 
的 内 力 ? 若 改 用 和 虚 位移 原理 求解 ,弹簧 力 为 内 力 ,是 否 需 要 考 起 弹 得 力 的 功 ? 


图 15 - 15 15—16 


15-4 如 图 15-16 所 示 , 物 块 A 在 重力 、 弹 性 力 与 摩擦 力作 用 下 平衡 , 设 给 物 块 A 一 
水 平 向 右 的 虚 位 移 Sr ,弹性 力 的 虚 功 如 何 计算 ? 摩擦 力 在 此 虚 位 移 中 作 正 功 还 是 作 负 功 ? 
15-5 用 虚 位 移 原理 可 以 推出 作用 在 刚体 上 的 平面 力 系 的 平衡 方程 , 试 推 导 之 。 


习 题 


15-1 图 示 曲 柄 式 正 榨 机 的 销 钉 B 上 作用 有 水 平 力 下 ,此 力 位 于 平面 ABC 内 ,作用 
线 平分 人 ABC ,4B = BC ,各 处 摩 氛 及 杆 重 不 计 , 求 对 物体 的 压缩 力 。 


Eü 15-1 图 @ 15-2 8 


15-2 ЖЕТЕ ЕЕН JM, REHM, FRAME Ж ЖЕНЕ АЭА h ,但 
ELB 085. ОСЕ — AMD AMB RAMEE ЫЕ S а A FF A ЕЕ, 
FERRE MERR. KERMA О 固定 不 动 ,而 点 C 连接 在 压缩 机 的 水 平 压板 上 。 
求 当 菱形 框 的 顶 角 等 于 20 时 ,压缩 机 对 被 压 物体 的 压力 。 

15-3 控 土 机 挖掘 部 分 示意 如 图 。 支 臂 DEF 不 动 ,A,B,D,E,F 3125, W FE W kr 
AD 伸缩 时 可 通过 连 杆 AB 使 挖 斗 ВЕС Е 转动 , EA = FB = r, 2% 0, = б, = 30° RET 
AE 上 DF ,此 时 油缸 推力 为 下 。 不 计 构件 重量 , 求 此 时 挖 半 可 克服 的 最 大 阻力 矩 M. 


习 题 353 


heaps ye 
gi 15-3 题 15-4 图 


15-4 图 示 远 距离 操纵 用 的 夹 错 为 对 称 结构 。 当 操纵 杆 EF 向 右 移动 时 ,两 块 夹 板 就 
会 合 所 将 物体 夹 住 。 已 知 操纵 杆 的 拉力 为 ,在 图 示 位 置 两 夹板 正好 相互 平行 , 求 被 夹 物体 
所 受 的 压力 。 

15-5 在 图 示 机 构 中 , 当 曲 柄 OC 绕 轴 О 摆动 时 , 滑 块 A 沿 曲柄 滑动 ,从 而 带动 杆 AB 
在 锁 直 叶 村 由 移动 ,不 计 各 构件 自重 与 各 处 摩擦。 求 机 构 平衡 时 力 F, 与 F, 的 关系 。 


题 15-5 图 15-68 


15-6 在 图 示 机 构 中 ,曲柄 OA 上 作用 一 力 偶 , 其 矩 为 M, 另 在 滑 块 D 上 作用 水 平 力 


F。 机 构 尺 寸 如 图 所 示 ,不 计 各 构件 自重 与 各 处 摩擦 。 求 当 机 构 平衡 时 , 力 F 与 力 偶 矩 M 的 


15-7 图 示 滑 套 D 套 在 直 杆 AB 上 ,并 带动 杆 CD 在 铝 直 滑 道上 滑动 。 已 知 96=0° 时 弹 


筑 为 原 长 , 弹 纂 刚度 系数 为 5 kN/m, 不 计 各 构件 自重 与 各 处 摩擦 。 求 在 任意 位 置 平 衡 时 ,应 
加 多 大 的 力 偶 矩 M? 


15-8 如 图 所 示 两 等 长 杆 AB 与 BC 在 点 B ASHER, VERN DLE 两 点 连 一 弹 


i с 


cr 


er 1 сво карын 


дена. 
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簧 。 弹 簧 的 刚度 系数 为 &, 当 距离 AC 等 于 a 时 ,弹簧 内 拉力 为 零 , 不 计 各 构件 自重 与 各 处 麻 
Ж. MER CHEA- KEHF AREFE, KES AC 之 值 。 


15-74 W 15-8 图 
15-9 在 图 示 机 构 中 ,曲柄 AB MET BC 为 均 质 杆 ,具有 相同 的 长 度 和 重量 Р, ШЖ 
C 的 重量 为 P; ,可 沿 倾角 为 0 的 导轨 AD 滑动 。 设 约束 都 是 理想 的 , 求 系统 在 铅 垂 面 内 的 平 
ЖЕ. 


815-98 EN 15-10 图 
15-10 图 示 机 构 在 力 F, У Е, 作用 下 在 图 示 位 置 平衡 ,不 计 各 构件 自重 与 各 处 摩擦 ， 
OD = BD=1,,AD=1,, Ж ЕЕ, 的 值 。 


15-11 图 示 均 质 杆 АВ 长 27 ,一 端 靠 在 光滑 的 铅 直 墙 壁 上 , 另 一 端 放 在 固定 光滑 曲面 
DE 上 。 欲 使 细 杆 能 静止 在 馈 垂 平面 的 任意 位 置 , 问 曲 面 的 曲线 DE 的 形式 应 是 怎样 的 ? 

15-12 跨度 为 1 的 折 委 桥 由 液压 油缸 AB 控制 铺设 ,如 图 所 示 。 在 饺 链 C 处 有 一 内 部 
机 构 ,保证 两 段 桥 身 与 铝 垂 线 的 夹 角 均 为 6。 如果 两 自 相 同 的 桥 身 重量 都 是 ,质心 G 位 于 
其 中 点 。 求 平衡 时 液压 油 负 中 的 力 F 和 角 9 之 间 的 关系 。 

15-13 半径 为 R 的 滚 子 放 在 粗糙 水 平面 上 , 连 杆 AB 的 两 端 分 别 与 轮 缘 上 的 点 A 和 
WRB SE. ERT LHW M 的 力 偶 ,在 滑 块 上 施加 力 下 ,使 系统 于 图 示 位 置 处 平 
衡 。 设 力 F 为 已 知 , 忽 略 滚动 摩 阻 和 各 构件 的 重量 ,不 计 滑 块 和 各 铵 链 处 的 摩 氛 。 RABE 
M 以 及 滚 子 与 地 面 间 的 摩擦 力 下 .。 
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8815-11 图 


8015-13 图 15-1448 


15-14 杆 系 在 铅 垂 面 内 平衡 ,4AB= BC=1,CD= DE, Н АВ,СЕ 为 水 平 , CB HBR, 
均 质 杆 CE 和 刚度 系数 为 &, ORME, АВ P 的 均 质 杆 AB 左 端 有 一 刚度 系数 为 
k, RAMI. CE BC 杆 上 作用 有 水 平 的 线性 分 布 载荷 ,其 最 大 载荷 集 度 为 qo KH BCH 
的 重量 , 求 水 平 弹簧 的 变形 量 3 MRAM EMEA po 

15-15 用 虚 位 移 原理 求 图 示 桩 架 中 杆 3 的 内 力 。 

15-16 组 合 梁 载 荷 分 布 如 图 所 示 , 已 知 跨度 1=8m,P=4900N, 均 布 力 g=2 450 
N/m, 218% М = 4 900 N.m。 求 支 座 约 束 力 。 


题 15- 15 图 题 15-16 图 
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一 、 空 间 力 系 主 矢 、 主 和 矩 的 计算 


1. 计算 公式 
ER: 
Fa = >) Fas Fa = >) Fy, Fa e = 2; Fa 
i=l i=l i=l 
Fa = Fhe + Fr, + Fr 
cos (F.,i)= Frail Fr, cos( Fa, j) = Fr,/ Fr, cos( Fy, k) = Fral Fe 
+R: 
M, = > (yF a — 2,F,,),M, = >) (x,F,, ~ х,Е„),М„= > (=,F,, - y F...) 
i=l | i=1 ist 
м? + M? + м? 
cos( Mo ,i)= М, | Мо, cos( Ме ,j) = M,/Mo, cos( Mosk) = M,/Mo 
2. 标识 符 说 明 
N(<20) 力 的 数目 


X(20),Y(20),Z(20) 各 力作 用 点 坐标 
IN(20) ,F(20) ,FX(20),FY(20),FZ(20) 意义 如 下 : 


R 主 矢 大 小 
RX,RY,RZ Fp 的 投影 
M SR RAH ER M 
MX,MY,MZ M 的 投影 
CX,CY,CZ ЖКЖ 
3. 源 程序 (FORTRAN 语言 
键盘 输入 ( 按 读 人 语句 顺序 ) 
N,IN,F,FX,FY,FZ,X,Y,Z 
屏幕 输出 
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R,RX,RY,RZ,CX,CY,CZ 
M,MX.MY,MZ,CX,CY,CZ 
程序 


PROGRAM PRINVM 


357 


C CALCULATION OF THE PRINCIPAL VECTOR AND MOMENT OF A FORCES SYS- 


10 


20 


30 


40 


TEM 


REAL M,MX,MY,MZ 


DIMENSION IN(20),F(20),X(20), Y(20) ,Z(20) ,FX(20) ,FY(20), * FZ(20) 


DATA RX,RY,RZ,MX,MY,MZ/6 x 0.0/ 
WRITE * ,10) 

FORMAT (1X,’N=?’) 

READ (* ,*) N 

WRITE ( * ,20) 

FORMAT (1X,’IN,F,FX,FY,FZ=?’) 


READ (* , * ) (IND F(D ,FX(D,FY(D,FZ(D ,1=1,N) 


WRITE ( * ,30) 

FORMAT (1X,’X, Y,Z= 2") 
READ (* , ж) (X(D ,Y(D ,Z(D ,1=1,N) 
P=0.017 45 

DO 40 1=1,N 

IF (IN D .EQ.1) THEN 
AL=FX(I) * P 

BA=FY(I) * P 

GA=FZ(I) + P 

FX(I) = F(D * COS(AL) 
ЕҮ(1) = F(D * COS(BA) 
FZ(1) = F(D * COS(GA) 

ENDIF 

IF (IN D .EQ.2) THEN 

FA = ЕХ(1) * P 

СА= Е2(1) * P 

FX(D = Е(1) * SIN(GA) * COS(FA) 
FY(D = F(I) x SIN(GA) * SIN(FA) 
EZ(D = Е(1) * COS(GA) 

ENDIF 

CONTINUE 

DO 50 1=1,М№ 

RX =RX+ FX(D 
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RY=RY+FY(D 
50 RZ=RZ+FZ(D 
R=SQRT(RX * RX + RY * RY + RZ * RZ) 
CX=RX/R 
CY=RY/R 
CZ=RZ/R 
WRITE (* ,60) R,RX,RY,RZ 
60 FORMAT (10X, PRINCIPAL VECTOR’ ,/,1X,'R=’,E10.4,5X, 
* 'RX=',F10.4,5X,'RY= ',Е10.4,5Х,'В2= ' ,E10.4) 
WRITE ( * ,70) CX,CY,CZ 
70 FORMAT (1X,'COS(R,D =’, F6.4,5X,’COS(R,J) =’ ,F6.4,5X,’ 
* COS(R,K) =’, F6.4) 
DO 80 I=1,N 
MX = MX + Y(1) * FZ(D – 200) * FY(D 
MY = МҮ + Z(I) + FX(I) ~ X(1) * FZ(D 
80 М2= М2+Х(1) * FY(I) - Y(D * FX(I) 
М = SQRT(MX * MX + MY * MY + MZ * MZ) 
CX = MX/M 
СҮ = МҮ/М 
CZ=MZ/M 
WRITE ( * ,90) M,MX,MY,MZ 
90 FORMAT (10X,’ PRINCIPAL MOMENT’ ,/,1X,’M=’,E10.4, 
* 5X,’MX=’,E10.4,5X,’MY=’ ,El10.4,5X, ’MZ=’ ,E10.4) 
WRITE (* ,100) CX,CY,CZ 
100 FORMAT (1X,’COS(M,I) =’,F6.4,5X,’COS(M,]J) =’ ,F6.4,5X, 


Ы *COS(M,K) = ,F6.4) 
STOP 1 000 
END 
4. KACIJE 4-1) 
屏幕 显示 :N=? 
键盘 输入 :3 


屏幕 显示 :IN,F,FX,FY,FZ=? 
键盘 输入 :0, 10 000., 0., 0., 100., 

1, 300., 123.7, 33.7, 90., 

2, 200., 180., 10 000., 116.6 
屏幕 显示 :X,Y,Z=? 
键盘 输入 :200.，0.，100. ， 
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0. ,300. 100., 
200., 300., 100. 
屏幕 输出 结果 : 


PRINCIPAL VECTOR 
R= .4262E+03 RX= -.3452E+03 RY=.2497E+03 RZ= .1061E+02 
COS(R,1) = - .8100 COS(R,J)= .5859 COS(R,K)= .0249 
PRINCIPAL MOMENT 
M= .1215Е+06 МХ= -.5182E+05 МҮ= – .3664Е +05 MZ= .1036Е +06 
СОЅ(М,П) = - .4265 COS(M,J) = ~ .3016 COS(M,K)= .8527 


二 、 重 心 (或 形 心 ) 计 算 


1. 计算 公式 

p= > Р, 

re = žar, ‚у= Хур, ax Хар, 
2. 标识 符 说 明 


N(<20) 力 ( 或 面 块 、 体 块 ) 的 数目 
W(20) 力 (或 面积 \ 体 积 ) 的 代数 值 
X(20),Y(20),Z(20) 力作 用 点 (或 面 块 、 体 块 中 心 ) 的 坐标 
XC,YC,ZC 重心 (或 形 心 ) 坐 标 
3. 源 程序 (FORTRAN 语言 ) 
键盘 输入 ( 按 读 人 语句 顺序 ) 
N,W,X,Y,Z 
屏幕 输出 
XC,YC,ZC 
程序 
PROGRAM CENGRV 
C CALCULATION THE CENTER OF GRAVITY 
DIMENSION W(20) ,Х(20) , Y(20) ,Z(20) 
WRITE (* ,10) 
READ (+, +) N 
WRITE ( * ,20) 
READ (x ,* ) (W(I),X(1), Y(I) ,Z(1) ,I=1,N) 
10 FORMAT (1X,’N=?’) 
20 FORMAT (1X,’W,X,Y,Z=?’) 
Ww =0 
WX=0 
WY=0 
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WZ=0 
ро 50 [=1, N 
WW= WW+ WI(I) 
WX= WX+W(I) * Х(1) 
WY=WY+W(I)* Ү(1) 
50 WZ= WZ+ W(I) * Z(D 
XC = WX/WW 
ҮС = WY/WW 
ZC = W2/WW 
WRITE (* ,70) XC, YC,ZC 
70 FORMAT (5X,’XC=’ ,E10.4,10X,’ YC=’,E10.4,10X,’ZC=’,E10.4) 
STOP 1 006 
END 


4. 算 例 (习题 4 一 24) 
屏幕 显示 ;N=? 
键盘 输入 :2 
屏幕 显示 :W,X,Y,Z=? 
键盘 输入 :16 000., 60., 20., -5., 

192 000., 20., 40., - 30. 

屏幕 输出 结果 : 

XC= .230 8E+02 ҮС= .3846E+02 7С= – .280 8E+02 


三 、 平 面 静 定 析 架 计算 
1. 计算 方法 
(1) 节点 法 ; 


(2) 载荷 集中 于 节点 , 均 按 xz( 水 平 向 右 ) 与 y( 铅 垂 向 上 ) 给 出 ，; 
(3) 约 东 均 用 约束 杆 (小 二 力 杆 ) 给 出 ,约束 杆 的 固定 点 称 为 虚 节 点 ;如 


支点 
app 2-77 


, N 
+4 节点 


(4) 每 个 节点 (包括 支点 ,不 包括 虚 节 点 ) 列 出 z,y 向 两 个 投影 方程 , 联 立 求解 杆 的 内 力 
及 约束 杆 的 约束 力 ; 

(5) 杆 内 力 (包括 约束 杆 ) 以 拉 为 正 , 压 为 负 。 

2. 标识 符 说 明 
N(<20) 节点 数 


附录 静 力 学 计算 程序 选 例 


NI( 委 10) EPAR 
X(30),Y(30) 节点 及 虚 节 点 х,у 坐标 
м(<40) 杆 件 (包括 约束 杆 ) 数 目 
ID(2,40) 杆 件 两 端 节 点 号 码 
NQ(<18) 受 有 载荷 的 节点 数目 
NNQ(18) 受 有 载荷 节点 的 号 码 
QX(18),QY(18) 受 载 荷 节点 х,у 方向 载荷 
H(40,40) 平衡 方程 组 系数 矩阵 
Q(40) 节点 载荷 列 阵 (求解 后 为 杆 件 内 力 ) 
3. ЇЙ ЕР (FORTRAN 语言 ) | 
输入 数据 文件 (INPUT.DAT) 内 容 ( 按 读 语句 顺序 ) 
N, M,NI,NQ,X,Y,ID,NNQ,QX,QY 
输出 数据 文件 (OUTPUT.DAT) ”内容 
Q “各 杆 内 力 及 约束 杆 约束 力 ) 
程序 
PROGRAM TRUSS 
C ANALYSIS OF SIMPLE TRUSS 


DIMENSION X(30), Y(30) ,NNQ(18) ,QX(18) ,QY(18), ID(2,40) 


COMMON H(40,40) ,Q(40) 
DO 5 1=1,40 
Q(D =0.0 
DO 5 J=1,40 
5 Н(1,)) =0.0 
OPEN (8,FILE= ' INPUT. DAT’ ) 
OPEN (9,FILE= ’ OUTPUT. DAT’ ) 
REWIND 8 
REWIND 9 
READ (8, * ) N,M,NI,NQ 
WRITE (ж, +) N,M,NI,NQ 
NM=N+NI 
READ (8, x) (X(1),Y(1),I=1,NM) 
WRITE (* , ж) (X(1), YC) ,I=1,NM) 
READ (8, * ) (10(1,1),10(2,1),1=1,М) 
WRITE (* , +) (ID(1,D,ID(2,D,I=1,M) 
READ (8, * ) (NNQ(I),QX(I) ,QY(I) ,I=1,NQ) 
WRITE (ж, * ) (NNQ(I) ,QX(D ,QY(D ,1=1,NQ) 
DO 10 1=1, NQ 
NN = NNQ(D 
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10 


50 


80 


101 


附录 。 静 力学 计算 程序 选 例 


Q(2*NN-1)= ~ QX(D 

Q(2 + NN) = —QY(D 

WRITE (* ,* ) Q 

DO 80 I=1,N 

DO 80 J=1,M 

IF (1.EQ. ID(1,J)) THEN 

H =I 

JJ = ID(2,J) 

GOTO 50 

ENDIF 

IF (1. EQ. ID(2,J)) THEN 

П=1 

JJ=ID(1,J) 

GOTO 50 

ENDIF 

GOTO 80 

XX=X(JJ) - X(II) 

YY=YQJ)- Y(I)- 

SS= SQRT(XX * XX + YY » YY) 
HX = XX/SS 

HY = YY/SS 

WRITE (ж, x ) 1,J,1L,JJ,HX,HY 
H(2*I-1,J)=H(2*I-1,])+ HX 
Н(2 *1,])=Н(2+*1,})+НҮ 
CONTINUE 

NN=2*N 

WRITE (*,* ) ((H(I,J),J=1,NN),I=1,NN) 
CALL SOLVE (NN) 

WRITE (* ,101) (1,Q(1),1=1,M) 
WRITE (9,101) (1,Q(1),I=1,M) 
FORMAT (10X,’ FORCE IN MEMBER’ ,15,5X,E10.4) 
STOP 1 000 

END 


SUBROUTINE SOLVE (N) 
COMMON A(40,40) ,B(40) 
DO 80 M=1,N 

P=0. 


т came a Á роон 、 
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20 


40 


60 


70 
80 


90 


100 


HR 静 力 学 计算 程序 选 例 


DO 10 I= M,N 
DO 10 J=1,N 

IF (ABS(A(I,J)).LE.P) GOTO 10 
P= ABS(A(I,J)) 

K=I 

L=J 

CONTINUE 

DO 20 J=1,N 

R= A(K,J) 

A(K,J)=A(M,]) 

A(M,J) =R 

R=B(K) 

В(К) = В(М) 

В(М) = R 

DO 60 [=1,N 

R= - A(I,L)/A(M,L) 

IF (I. EQ. M) GOTO 60 

DO 40 J=1,N 
ACI,J) = ACE,J) + A(M,J) * R 
B(I) = B(I) + В(М) + R 
CONTINUE 

R=A(M,L) 

DO 70 J=1,N 
A(M,J) = A(M,J)/R 
B(M) = B(M)/R 

DO 100 J=1,N 

DO 100 1=1,N 

IF (A(I,J). LT.0.5) GOTO 100 
DO 90 K=1,N 

R=A(I,K) 

А(1,К)=А(],К) 

A(J,K)=R 

R=B(D 

B(D = В(Ј) 

B(J)=R 

CONTINUE 

RETURN 

END | 
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2-1 Е,=161.2 М, Z(E,,F,) = 29°44' 
2-2 F.=500 N, Z( Fp, F,) =38°28' 
2-3 Fas = 54.64 ЕМО), Fe = 74.64 kN( 压 ) 
2-4 F,=173kN, у=95° 


2-5 F =Ë FZ, Fo=3F t 

2-6 Fe=2000N,F, = Е, =2 010 N 
_ F 

2-7 Fa 9 


2-8 F=80kN 

2-9 F,:F,=0.644 

2-10 M,(F)=— Fbcos 0, M,(F)=F(asin 0 ~ bcos 0) 
2-11 Mg =4.5kN-m 

2-12 (a).(b)F, =Fs= Mi; (с) F, = Е = М[Ї*соз @ 


M 
2-13 Е, = Е. = 

А c 25а 
_ — 7/2 М, М, 
2-14 M:=7 Mi» Fo „тоё Fo r 97 
2-15 F, = 20 ЕМ“, F, = 206/2, Е, = 10/2 КМЖ) 

V3 Үз. 
2-16 F = EMS, 
2-17 F= Moot 26 
第 三 章 


3-1 FR=466.5N, Mo =21.44 Меш; 
Ёк =466.5 N, d=45.96 mm 

3-2 (1) Fk =150 N<, Mo = 900 N:mm J ; 
(2) F=150N<, у= -6 mm 

3-3 F,=4kN, F, =28.73 КМ, Е, =1.269 kN 


366 习题 答案 
3-4 Fs=0, F,=6kN, М, =12 kN:m 
-5 Fo= -385kN, Mo = -1 626 kN:m 
_ 1 M _ 1 MY 
3-6 (а) F, =0, F. = [F+ M), F,=>(3F+), 
_ = _-1 M 5 ). = 1 М_1 
(b) Fa =0, Fuw= T [F+ M Zaa); F,=4(3F+4 Laa) 
3-7 (a) Е, =33.23 kN, Е, =96.77 kN; (b) P... =52.22 kN 
3-8 P,=333.3 kN; 2x=6.75m 
3-9 F, = – 4.661 kN, F, = – 47.62 ЕМ; Fy =22.4 КМО BC 受 拉力 ) 
3-10 Fsc=848.5N; Fa =2 400 N, F, =1200N 
3-11 Е, = -48.33 КЧ, Е, =100 ЕМ, Р, =8.333 kN 
M M 
3-12 (a) Fa = tan 0, Fe= -人 二，M= -MI F, =F =, 
1 1 1 
(b) Fu = Fran 0, Fy = 万 da， M, = 5-да?; Fy, = улап 0, Ёз, = 3- qa, 
€ 2cos 6 
3-13 Е, = -15 КМ, Е, =40 kN, Fo=5kN, Е =15 КҸ 
3-14 M= Fr (8 0) 
sin 8 
3-15 M=70.36 N-m 
3-16 M= 2 
r2 
3-17 M= p, Бъ, = Pin 0, Fa =P (1-2 ) 
r. ra ra ra 
3-18 Fa = -Fs=120 kN, F, = Fs,=300 kN 
_ __м _ _ M _ Мм 
3-19 F,,=0, Fw 一 一元 ; Fx, =0, Poy = =; Fa, =0, Fy = – 52 
3-20 Fam cF, Fay= -Е; Еһ. =2Е, Fy=F; Е. = -Е, Е, =0 
3-21 F. =120 №, Е, =150 N; Е =1 050 №; Еһ. =1 500 NUE) 
3-22 АС=х=а+ р [+ ° 
k \Ъ 
3-23 F. = -120 КМ, Р, = -160kN; F,=160/2 kN; Ес = -80kN 
3-24 FA. =267N, Fw= —87.5N; Ев=55014; F. =209 N, 
Fe, = -187.5 N 
3-25 F,=84kN 
3-26 ғ, =D да 
3-27 F. =0, Е,,=15.1 kN, M,=068.4kN'm; 


Fa = – 22.8 kN, F, = -17.85 kN; 


4-10 


习题 答案 367 


Fe =22.8 ЕМ, Fo =4.55 kN 


3 - 
Q) Fae = TF. Pws (Pt) Pez. Pa =F 
1 
Е. = qa, Fy=Ft+qa, Ma=(F+ ga)a; Fec: = 92» 


Ев, = ga ; Foa: = -L ga, Fow = —(F + да) 


F,=J2F; F,,=F-6aq, Fay =2F, М, =5аЕ + 18а? 
Fy, = –60 kN, F,,=30 kN; Е =100 kN, Fgc= – 50 kN, 
Fz, = 60 kN, Fs, = 30 kN 

Fay = -87.5 kN( 压 )， Fac = 179.2 kN( 拉 ) 

Fy =8.167 kN( 拉 )， Ел = 158 kN( Æ) 

Е, = -5.333F(FF), ,=2F( 拉 )， Е, = 一 1.667F( 压 ) 
Fo = -0.866F( 压 ) 

Еһ = — 240 kN( 压 )， Fa = 86.53 kN( 拉 ) 

F,=21.83 kN(#L), Е, =16.73 kN( 拉 )， Е; = -20kN( 压 )， 
Е = — 43.64 kN( 压 ) 


Pi = -$F(E), F,= -$F(E), F,=0 


第 四 ж 


Fp, = —345.4 N, Fp, =249.6N, Fp, =10.56N, 

М, = -51.78 Nem, М, = -36.65 N-m, М, = 103.6 Nem 

Fr =20 №, х 轴 正 向 ,作用 线 的 位 置 由 zc = 60 mm 和 yc =32.5 mm 来 确定 。 
Еһ, = -143.9N, Fpy=1011N, Еһ, = -516.9 N; 

M, = -48 Nem, М, =21.07 М.т, М, = – 19.4 Nem 

M, = - 101.4 N:m 

М = Fasin psin 0 


M,=*(h-3r), M,=Br(r+h), М, = -Er 


F, = Fy = – 26.39 kN( 压 )， Fe = 33.46 kN( 拉 ) 

Ес = -V2P( 压 )， Е = P(cos 0—sin 0), Fa = P(cos 0+ sin 0), 
Fp = V2 Рсоѕ 0 

Fi=~5 EkEN( 压 ), F,= -S kN( 压 )， Е, = – 7.07 kN( 压 )， 

F,=5 kN( 拉 )， Е; =5 kN( 拉 )， Е, = -10 kN( 压 ) 


a = 350 mm 


368 习题 答案 
4-11 F=50 N, 0=143°8' 
4-12 (1) M=22.5 №; (2) Fy =75N, F,,=0, Far 50N; 
(3) F, =75 N, F,=0 
4-13 Fə =150N, Fo =75 N, Fo, =500N; 
M, =100 Nem, М, = -37.5 Nem, М, = -24.38 Nem 
4-14 F,=10 kN, F,=5kN, F, = -S.2kN, Fy, =6 kN; Fk, = -7.8kN, 
Е, =1.5 kN 
4-15 Fy,=—2.078 kN, Fy, = – 5.708 ЕМ; F, = -1.093kN, Еһ, = 
-3.004 kN; Fe = -0.378 KN, Fe =12.46kN; Fy, = – 6.273 kN, 
Fp, =23.25 kN 
4-16 Fc = -666.7 N, Fe = -14.7 N, Fç =12 640 N; 
Fe =2 667 N, Fa = -325.3 N 
4-17 F=20 N; Е. = Е =0: Fa =86.6 №, F, =150 М, Fa =100 N 
4-18 Б=Е,= - Е(Ж), Е, = Е(ї), Е = Е, = Е, = 0 
b M. M 
4-19 Mi=—M; + —M;; Faz, Ем. =; 
Fa сов 2, p. Q M 
a a 
P +P + 
4-20 Fs = = 2; Fa =0, F = Ра, Fa =P, +22, 
Fe sFo=0, Fa = 2 
4-21 Е, = Fo, Е, = -V2Fn， Е, = -V2F,, Е, =V6Fp 
F,=~F-V2F,, F, = Е 
4-22 重心 离 底面 的 高 度 为 0.659 т, B РЕВ 1.68 m 
4-23 х. = 90 mm 
4-24 х= 21.72 mm, ус = 40.69 тт, = ~ 23.62 mm 
4-25 хе= 21.43 mm, у; = 21.43 mm, =. = — 7.143 mm 
4-26 h=} 
42 
第 五 ж 
5-1 /,=0.223 
5-2 5=0.456/ 
1 
5-3 у= 
243 
5-4 1,,,= 100 mm 
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习题 答案 


b = уга 


3 


Msin( 0 — @) <rF< Msin(6+ ç) 


[cos 0 cos( 8 ~ ф) 
b<7.5 mm 
Mya = 300 N: m 
6110 mm 

f 20.15 


Icos Ü cos( + o) 


49.61 N:m Me <70.39 № т 
40.21 kN< P; <104.2 kN 


fD 
2 


Moin = 0.212Pr 
F „in = 240 N 
6<11°25' (6 =29,) 


e= 


pa =16°6', pr = фе = 30° 


sin 6 — f,cos 9 
cos 0+ f sin 0 


M= P,(Rsin 0— r); 


М =1.867 ЕМ: т, 

9=1°9’ 

(a) Е= 14.83 N; 
fa 

М2 – а? 


М = 122.5 Nem 


tan 0 = 


х = 200 cos t mm, 


2 


轨迹 


(т-а)? 1 
(+J [Г 


对 地 :ya =0.01 / 64-27 т, VA 二 一 一 一 一 mfs,J Ш ЗЫ F ; 


P<F< 


— +. = 
40 000 10 000 


sin G+ f. cos 0 
cos 6 — f. sin 0 


f.20.752 


(b) F= 10.25 N,@=24.63° 


第 六 章 
y= 100 sin = mm; 


1 


0.012 


/ 64- г? 


MHz, 20.01: m, у =0.01 /64-27 m, 


0.012 
V 64-2 


у= ltan kt; 


Vay 二 一 


m/s 
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F,= P,sin 0; Fy = Р, — Р,соѕ 6 


Vay = 0.01 m/s, 


370 习题 答案 


u= [Ёзес kt; a=21I?'tan kesec’ kt 


ЕК: _4 _ 8V3,,， 
0= 8, о glk, a — $ 


6= 2-8, 0= 41k, а = 84348? 


2,2 

vo vol 

6—5 ve Vz +P; а= - —— 
z 


БУТ т > esin 2wt 
6-6 y=esin wt + / Р? -ecos wt; v= ew cos wt Yer 


R° — e° cos’ wt 
6-7 (1) 自然 法 ;s=2Ret; v=2Rw; а,=0, а, =4Rw’; 
(2) 直角 坐标 法 :z= К + Reos 2wt， y= Rsin 2@et 


v, = – 2 Козіп 2wt, v, =2Rwcos 2wt; 
a, = —4Rw’ cos 2wt, ay 三 一 4Rw’ sin 2ш 
6-8 v=ak,v,= -aksin kt 
6-9 x= гсозай + lsin 9, y= rsinwt ~ ¿cos 97 
Р wt P rl. wt 
= 2 в in — ° = (> 2 в — 
v=wA/r 4 risin >; а= о r ts > sin з 


6-10 p=5m, а, =8.66 m/s 


76-14 p=kt; p=b+2acos kt 
轨迹 为 螺旋 线 :po = b+2acos p 
v=kV4a +b? +4abcos kt; a=k Vi6a + b: + ВаБсоз ki 
`” 6-15 а, = 16x f zit wr 


`” 6-16 а, = Бр (хап? y sin’ 0 — 1)е ™ "0 JR rB tan o= > 


第 + 章 
7-1 z=0.2 cos4t m; o= -0.4 m/s; а= -2.771 m/s 
7-2 ф=зугтай, z +(y+0.8) = 1.5 
7-3 uc = 9.948 m/s; 轨迹 为 以 半径 为 0.25 m 的 圆 


| 


习题 答案 371 


=2, a= v? 
w=; а= – 
21' 21 
sin wot 
Qoa = arctan Z 
— — cos wot 
7 


(0) а, = 5000 rad/s (2) а = 592.2 m/s 


h, =2 mm 
2 
а =. 
Prr 
_ _ _ lbw’ 
wz = 0, 42 一 ”一 一 
r 
— /2@2,2 
21 
— v _ v . -1 j}_ л fvt ? 
° ZRsn p’ “C inp AT sin ç = > 2 2/?ъ (2) 
V3 ( 1 
=%3in —— }: = we 
?= 本 Er yap w= уе 
@=2k, a=-1.5k, ac=(-388.9i+176.8j) mm/s 
v =(-8i+4.8j —3.6k) m/s 
a =( -240i – 256j + 192k) m/s 
第 ли 
I =wt 


y = acos(Et + f); 

y = acos (2+) 

AM Si AW: (х – 40)? + у? =1 600 
绝对 轨迹 为 贺 : (2 +40) + уг =1 600 
v,=10.06 m/s, Z(v,,R)=41°48' 
u, = 3.059 m/s 


_ Чаш 
va = —— 
x ta 


v, =63.62 mm/s, 一 (oo ) = 80°57’ 
a: жю =1.5 rad/s; 

b: w,=2 rad/s 

м p= O'R v= mo EE 

4 g=30' 时 ,v=0 


372 习题 答案 


当 gp =60°R 028 ro it 
8-9 w= 37 


8-10 ов = eo 
8-11 vy =0.529 m/s 


wosin Ө 


8-12 ое) 
8-13 v= 1 V vt + v — 2) u; cos 0 


sin 0 


8-14 v,=316.2 mm/s, а, = 500 mm/s’; 
8-15 v,, = – (37.321 +10j’) m/s 
Aan = — 4j m/s 
8-16 v,=36.74 mm/s, а, = 30.62 mm/s’ 
w=0.5 rad/s, а= – 0.5 rad/s’ 
8-17 v=0.1 m/s, a=0.346 m/s 
8-18 v,=0.052 m/s, а, =0.005 27 m/s 
w=0.175 rad/s, а= 0.035 2rad/s’ 
8-19 0=0.173 m/s, a=0.05 m/s 


3 
8-20 юш = а, = e° 
_ _ 2 _8/3 v 
8 21 ” A 4 в 
8-22 ==0.1:2 m, y=h- 0.052 m; y=h- i 
о = 0.1/5: m/s, а=0.1\/5 m/s 
8-23 a, =0.746 m/s 
2 
8-24 аз = -—-2e 
v? 2 
аз = (ru? +2 +200) +47 wt 
r 
8-25 а„=355.5 mm/s’ 
8-26 о, =0.173 m/s, ay=0.35 m/s 
8-27 v=0.325 m/s, a=0.657 m/s 
8-28 ам= (btv, t) w +4w 0? sin 0 
SHA ж 


9-1 <ç reos wot, yc = rsin wot; g= wot 


习题 答案 


1 _ £ 2 
2,20, у= фа: фе 


at’ 


2 
. at 
z, = (R + r)cos 7? y. = (R + r)sin ®—$ 


1 
Pa = aes + r)at2 


‚2 
— vsin 0 
@ ` Roos д 
vpc = 2.513 m/s 


wapp = 1.072 rad/s; vp = 0.254 m/s 


ор = 10 /3 rad/s, wpe = 10 3 rad/s 
ve = 0.462 m/s; шк, = 1.333 rad/s 
Щ ф= 0°,180°%{, о. =4 m/s 
Щ p= 90",270" 时 ,ons = 0 
wos = 3.75 rad/s, ү =6 rad/s 
n = 10 800 r/min 
ор = 1.295 m/s 


_ (b, + b;)r;% 
“0, abarz аз ry 


а. =2rwo 

Yo R=") 40 “R= 

v,=2 m/s, ос = 2.828 m/s; 
ap=8 m/s, ac =11.31 m/s 
ом = 0.098 m/s, av = 0.013 m/s 
a, =2rw, , a, = "Зо — 2ao) 


_ ҮЗ a 
v= 


с 77205 ac 一石 ro 


w= ~1 radls, a=2 radls; zc=0.05m/sf , 
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ac =0.1 m/sy; 


wp =0.2 m/st, ap =0.427 п/з; ve =0.1 m/s}, ағ =0.25 m/s? 


a, =2.423 m/s’ , a, =5.233 m/s” 
о = 2 rad/s, a =2 rad/s’ 
wo c = 6.186 rad/s, qo c = 78.17 rad/s” 


wo a =0.2 rad/s, ао 4 = 0.046 2 rad/s” 
Upp = 1.155 lwo, ањ = 2.222 lw’, 


0 
Up = о tan 0, о, = vtan ĝtan =, 


2 


rr 


374 习题 答案 
v? 0 y 
а = atan өру (1+ tan 0 tan — ) 
. 2 
“9-27 veo = “2/3 пуз, acy = + mis’ 
9-28 (1) vc=0.4 m/s, v,=0.2 m/s; 
(2) a, =0.159 m/s’, a, =0.139 m/s 
_ _ 7 v _ 3 v 343 v 
9-29 Е у» w sñ b° @ 4 в” ав тт 
9-30 v,=1.029 m/s, а, = - 5.237 m/s 
“9-31 о =6.865 roo, ас =16.14 rw’, 
“9-32 ф= 0°, v=0.15 m/s; p=45 R}, v=0.49 m/s; 
p =90°F} , v = 0.588 m/s 
“9-33 u =u -vw 2-7; w = 215727 
х < r +y 
“9-34 v,=0.6 m/s, v2=0.9 m/s, ом = 0.459 m/s 
aa =2.816 m/s, a,=4.592 m/s’, ay = 2.5 m/s 
`9-35 а ve=rewt, b v= = re 
с tc=V3re~, d s = +re— 
*9-36 ас = raa, b ас= БЕЧКЕ 
с ac=4rw >, d ас = Byte 
第 + 章 
10-1 п = 30 ЈЕ іп 
x r 
10-2 /= | h mi tm. 
в m -m 
10-3 (1) Fring = m (gt ew); (2) wma =a) E 
10-4 n=67 r/min 
10-5 h=78.4 mm 
2 2 2 
10-6 F=m(g+ E i+(4) 
x x 
“10-7 Fy=0.284N 
"10-8 УЗ 
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10-9 F=488.56 kN 
10-10 时 间 上 =2.02 s; BR s=7.07 m 


2 2 
10-11 MAZ, + 5 Y. =1 
To m 


Vo 


_ =“ 1 au =h- £ + Ë(1-—ce ny. 
10-12 <x z 17e“), yah pi tyril-e + 


yp- V0 4 BE 
By = А-аа 二 一 + kus 


10-13 圆 ,半径 为 
eH 


第 十 一 章 


11-1 f=0.17 
11-2 F=1068N 
11-3 向 左 移 动 0.266 m 


11-4 向 左 移动 4 


11-5 Av=0.246 m/s 
11-6 ЖЩ 42+ уг = P 


11-7 = 学 (5m,+4ms), 方 向 与 曲柄 垂直 且 向 上 


a= "20 fli t т») 


11-8 m, + my 
11-9 — sin @cos 0 _ _l2msg 
^ sn 64397 (N Sn G43 
_ k _ т, wo 
11-10 АЕТ “тут sin Ф 


_ _ mal m,+2m,+2m, 
ИСИ fT am rm Tim) mr mm et, 
m, + 2m; Isi А 
У Wm, + m, + ms) sin wt; 
Fom = (m, +2т, +2) le? 
11-12 Е, = — (т, + m,) ew’ cos wt, F, = — m, ew’ sin wt 
11-13 Е, = – 138.6 №, Е, =0 
11-14 Е, = рду (0 + vcos 0) N 
11-15 Е, =30 N 
11-16 Е, = 67.82 N 


12-1 Lo=2abwmeos wt 


— rE T m]... 


376 习题 答案 
12—2 (а) Lo =18 kg'm:/si (b) Lo =20 kg:m°/s; 
(с) Lo =16 kg:m°fs 
+ 0 
12-3 a) ре Кр ё тод, Ls = [JA те + m(R + e°]; 
(2) р= т(ол teo), Lg=(Ja + mRe)o + m(R + edu, 
-4 2 m; art . _ 2m,ar 
12 S nR +2туг!} а m, R? +2m,r 
ті (1 — cos ф) vo 
12-5 ° T+ mU tr + 21rcos p) 
_ _ Jiwo А = Jı J2 oo 
1-6 (espai O M TFN 
_2(R,M- R,M') 
12-7 "Ga + m, ROR; 
12-8 J=1060 Кезш; M,=6.024 Nem 
_ 1 . _ Je 
12—9 t= Jln 2; п = ake 
12-10 М, =365.4 Nem 
12-11 := 一 
2 7 2) 
? h 
12-12 Jan = mgh (ж-т) 
12-13 o=90 mm 
_ _ mig(r + R)° 
12-14 4 m (Rt ry + milp + R°) 
12-15 (1) zce=0, эс=0.4ш - +g, e= xti 
(2) t=2s, @=x=t= 2к rad, 杆 在 水 平 位 置 ,yw = ys = yc = -17.1 m; 
(3) Fr =3.95 N 
_ 2 _ 1 
12-16 v= 37 Зяћ:Ет = mg 
12-17 a = 38 g; =д/ ЭЁ (sin gy — sin 9); pı = arcsin (+ sin go) 
12-18 a =F /m+m)g 
+7 
mi + — 
_ 4. _ 1 | 
12-19 a=—gsn 6; 下 = 一 二 mgsin 0 
7 7 
_ Vo wr, _ 209 t rag 
12-20 t 35 > — 
12-21 ac=0.355g 


—— —pss- m P- TS 
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21 
12-22 а, =з ав = 468 


12-23 (1) а= +a: (2) M>2mgr 
12-24 (1) Fa =7.35 N, 向 左 ; Fp, =66.15 N, Fp, =29.4 N; 
(2) a=3g; Fp, =88.2 М, F, =29.4 N 
第 十 三 章 
13-1 W=109.7J 
13-2 W=6.29J 
13-3 T= Üm +2m)v? 
13-4 T= 4 ml? a? sit 0 


13-5 v=8.1 m/s 
13-6 n=412 r/min 


13-7 va =a] 2[ MO- mgt (1 — cos 0)] 
13-8 v=2.512 m/s 
13-9 _ 4gh(m,; -—2m, + m.) 

°з AJ 8m, +2m,+4m,+3m, 
13-10 х,:т,=(2т,+ m,):(2m,+3m,) 


13-11 (1) ЯЯ ws =0, 连 杆 的 角速度 o. = 4.95 rad/s; 
(2) ó... = 87.1 mm 


13-12 v= 124M mersin 8) ， a= M-migrsin 0 
r(m. + т») r(m, +m) 

_ _ 2 3Me__ _ 6M 

13-13 o= REN Om, tlm? "(RE Om FIM) 


2.47 3.12 
13-14 о, = rad/s; w, = rad/s 
Ма " Va 
13-15 p=; 
6 
_ _ 3mig 
13716 ад + 9m; 


13-17 Mz =188.2 Nem; My =42.4 Nem; Pa =6.31 kW 
13-18 P=0.369 kw 


综合 问题 


综 -1 v=2cos e R(e+ 4k), 


a. ариван НЕИН ВОВА a a AEA ЕАД ао ААА АА et 


378 习题 答案 
Fy =2kRsin’ ф— mgcos 2ф – 4( mg + kR)cos’ g 
综 -2 F,=20g(2-3cos ф),Е,=0; “4 фел, Е, = 980 М); 
当 g= arc cos + = 48°11 f, Р, =0 
=. 、 = і 
综 - 3 (1) 小 球 运动 方程 以 极 坐 标 表示 为 :r= R- wt ре р; 
2р? 
(2) Е= mv R 
(R - vt) 
综 一 4 (1) a=a,=g=4.9 mis, F,=72N, F,=268 N; 
(2) a=a,=(2-43)g=2.63 m/s, Fa=Fgs=248.5N 
migsin 26 
-5 = 一 -一 一 一 
综 ав 2(m, + m sin” 0) 
_ _ M(m,+2m,) 
&~6 Р=5 (+ т) 
2 J’ 
re [уу] 
综 -7 o= J onal E Je | F mR) . 
B J+ mR’ B m 多 
wc =w,vc= М 4gR 
综 -8 F=9.8N 
综 一 9 авс = — ro? cos ot; F. = = re? (D+ т, Joos er, 
Fy = mig — mi rat sin at 
_ 1 2 ， ` 
= zm, 2rw wi w 
M r(f mgt mr sin г) cos t 
tk 10 v, =a] Ser, Fx = -gmg 
#-1 w= ЗЕ, zL +305 +317 =0 
_ _ misin 0 т, . _3m,m,+(2m, m, + m` )sin 0 
综 12 2m, + m, g; F 2(2m, + mz) £ 
1 
综 - 13 ал = 6 8; F= mg; Ек. =0, Fry =4.5mg, Mr =13.5mgR 
_ M - mgRsin 0 1 . 
综 - 14 (0 а= eee (2) F, = gg (6Mcos 8+ mgRsin 20) 
j/3m,+6m, g. 3m, + 6m, 
_1 = = * =” m g 
-15 w tam, sin 63 а m, + 3m; z7 cos 0 
in 20 
综 -16 _ mz sin 
а 3m, + m, +2m,sin 98 
综 - 17 Fy = + mgoos 0; Е=--тдып 0 
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综 -18 w= ¥ (1-sin p); a= feos ps 
_9 2 
Е, = + gcos p sin ф—-з-}, 
m 


Е, = — ГЕ (sin е2) 


Ев = $ mesin 0(3cos 0 一 2)， 
F,, = mg — — mg (Звіт? Ө +2cos 0—2); 


4 


2 
(2) 6, = arc cos 3; 


1 /8 
(3) waz V 781, w= 35 


2,2 

综 -20 (1) др=3М', AL=Me; AT=3 ME, 
21 2 ml 

3 M 9 M°: 

(2) Fa = Кы = + т, Fo = Foy = + m 

第 十 四 章 


14-1 (1) a<2.91 m/s; (2) 455 时 先 倾倒 


- = _, bg — ba cg + ha 
14-2 Fu =m aa 


c+b 


Fug = m 
b- 
а= En, к, = у 
14-3 m,=50kg, a=2.45 m/s 
2m, + m 
_ 2 一 1 2 
14-4 w E 3m, la t ising) a F Ising tan ф 
14-5 (J+ mr’ sin’ ф)ф + тт? g cos p'sin p= М 
14-6 a=47 rad/s’; Fa = -95.34N， F, =137.72 N 
14-7 F,=or' w sin 0( 圆 环 法 向 )， 
Е, = pr’ w (1 + соз 9)( 圆 环 切 向 ); М» = рг? о? (1+ cos @) 


14-8 x=ber’ 


klp- фо) 
14-9 =a ——— 
а) ті еіп 29 


_ ті? o sin 2 
(2) Fa =0,Е„= —7= See, 
Pw’ sin 2 
Fa =0,F,, = "> €, Fa, =2 mg 


380 习题 答案 
m;r — m, R _ 
- = ; 轴 O 附加 动 反 力 
14 10 a Jt m R + m,r È ЕЩ 附 动 
КА ‚ _ “g(m;r — т, ВУ 
Во 0, Foo mi R + ma rt 
_ 3m, + m, _3ту+ m, 
14-11 Fc,=0, Fy Бу Fm, "28? Mc Im, ту "28 
(iM - mgR)R 
4-12 а= = PEUR 
1 mR +]: +], 
14-13 F,=9.8 kN 
14-14 v=? 
e 
14-15 M= im, +2т,) в У m Pa 
Fo = = тупо? ; 
2 
Fo, = (mi + т.) в — (mi +2m,) 7- 
11 3⁄3 3 5 
14-16 Fag” TEELEN ， Fo,= УЗ а + Smg; 
M= 33 mr? oh, + 2mgr 
_8 Е 
14 ~ 17 а= т 
14-18 Fa = 2 mur + 2mg + SE, Mo = 2/3 mar? + Fr 
14-19 Fy, = — Fug =74N 
14-20 ys=0, zg=-120mm; ус=0, zc=60 mm 
第 十 五 章 
_ 1 
15-1 Fy = Ftan 0 
15-2 Fy=x Моо 6 
15-3 M= 1р, 
2 
_ _ Fe(d+c) 
15-4 Ру = 5-67 
15-5 ЕР, = Fil 
acos 9 
15-6 ЕР= Моо 20 
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sin 0(1 — cos 0) 


15-7 M=450 P 一 -5 
cos 0 


F/y 

15-8 AC=2=a+ 2 [+) 
15-9 = Р, to 
tan gs P, +P, co 


F _ 2l sin 0 


15-10 
F, 1,+1,0-2sir 6) 


2 


15-11 曲线 方程 为 :二 7 + = 


15-12 = РЇ an 0 VIF д 
V2a 
15-13 M=2RF, F,=F 
- =-= g= PL 
15-14 ò=- p= ay 


15-15 F,=P ` 


15-16 F,=-2450N, F,=14700 М, F,=2450 N 


ж 


B 
保守 系统 (conservative system) 304 
C 


超 静 定 (statically indeterminate) 50 
冲 量 (impulse) 245 

初始 条 件 (initial condition) 238 
传动 比 (ratio of transmission) 161 


D 


达 朗 贝尔 原理 (d Alembert's principle) 323 
等 势能 面 (equipotential surfaces) 307 

等 效力 系 (equivalent forces system) 5 
定常 约束 (steady constraint) 343 

定 轴 转 动 (rotation about a fixed axis) 156 
定 参 考 系 (fixed coordinates system) 170 
动静 法 (method of dynamic equilibrium ) 
323 

动力 学 (dynamics) 1,233 

动量 (momentum) 244 

动量 定理 (theorem of momentum) 246 

3) 4H (angular momentum) 259 

动量 矩 定理 (theorem of angular momen- 
tum) 261 

动 摩擦 力 (kinetic friction force) 111 

动 摩擦 因数 (kinetic friction factor) 111 
动能 (kinetic energy) 290 

动能 定理 (theorem of kinetic energy) 286 
动 约束 力 (dynamic constraint force) 248 
动 参考 系 (moving coordinates system) 170 


` rm  - R E . T.T. ЕПС Ац 


5| 


E 


二 力 杆 (two-force member) 15 
F 


法 平面 (normal plane) 138 
法 向 惯性 力 (normal inertia force) 327 
法 向 加 速度 (normal acceleration) 140 
非 自由 体 (nonfree body) 8 

分 力 (components) 5 

副 法 线 (binormal) 138 


G 


刚体 (rigid) 5 

功 (work) 286 

公理 (axiom) 6 

功率 (power) 298 

功率 方程 (equation of power) 298 

FEB JI Ж (collinear force system) 5 

固定 端 (fixed ends) 43 

惯性 (inertia) 234 

惯性 参考 系 (inertia reference frame) 235 
惯性 力 (inertia force) 323 

轨迹 (path) 132 

oh HERA (rolling resistance) 119 

滚动 摩 阻 力 偶 (rolling resistance couple) 
119 

滚动 摩 蛆 力 偶 矩 (moment of rolling resis- 
tance couple) 119 

滚动 摩 阻 系数 (coefficient of rolling resis- 
tance) 120 


HTA (truss) 56 

合成 运动 (composite motion) 170 
合力 (resultant) 5,6,23 
ANEH (theorem of moment of resultant 
force) 27,45 

合力 偶 (resultant couple) 30 
ЖЕЙК (arc coordinates) 137 
滑动 摩擦 (sliding friction) 109 
滑动 矢量 (sliding vector) 7 

回转 半径 (radius of gyration) 268 
汇 交 力 系 (concurrent forces) 5 


J 


基点 (pole) 197 

基点 法 (method of pole) 199 

几何 约束 (geometrical constraint) 341 
机械 能 (mechanical energy) 304 
机 械 能 守恒 (conservation of mechanical ener- 
gy) 304 

机 械 运动 (mechanical motion) 1 

机 械 作 用 (mechanical interaction) 5 
加 速度 (acceleration) 132 

简化 (reduction) 41 

简化 中 心 (center of reduction) 41 

角 加 速度 (angular acceleration) 156 
6 (hinge) 11. 

ЯЯ ҖЕ (circular frequency) 136 
角速度 (angular velocity) 156 

节点 (node) 56 

节点 法 (method of joints) 57 

截面 法 (method of sections) 57 

静 定 (statically determinate) 50 

静 滑动 摩擦 力 (static friction) 109 
AF (statics) 1,5 

静摩擦 因数 (static friction factor) 110 
#77 & (static balance) 333 


ч E MSN contr cde mat AAD NN me 
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静 约 束 力 (static constraint force) 247 
SG. (center of moment) 27 

绝对 轨迹 (absolute motion track) 171 
绝对 加 速度 (absolute acceleration) 171 
绝对 速度 (absolute velocity) 171 

绝对 运动 (absolute motion) 171 


K 


科 氏 加 速度 (Coriolis acceleration) 179 
空间 力 系 (forces in space) 5 

库仑 摩擦 定律 (Coulomb law of friction) 
110 


L 


理论 力学 (theoretical mechanics) 1 

力 (force) 5 

Ў (moment arm) 27 

力 场 (force field) 301 

AW=BR (three factors of force) 7 

力 多 边 形 (force polygon) 22 

力 对 点 之 矩 (moment of force about a point) 
27 

Fit HH А 9 (moment of force about an axis) 
76 

力 螺旋 (wrench) 85 

JHB (couple) 29 

力 侦 辟 (arm of couple) 29 

力 偶 的 作用 面 (active plane of couple) 29 

FMB (moment of a couple) 29 

力 三 角形 (force triangle) 6 

力 系 (system of forces) 5 

力 系 的 简化 (reduction of force system) 5 

理想 约束 (ideal constraint) 344 

力学 (mechanics) 2 


M 


密切 面 (osculating plane) 138 
摩擦 (friction) 109 


384 R 


R fa (angle of friction) 111 
摩擦 力 (friction force) 109 
摩擦 因数 (coefficient friction) 110 


N 


AW (internal forces) 17,246 
牛顿 定律 (Newton laws) 234 


P 


频率 (frequency) 136 

平衡 (equilibrium) 1,5 

平衡 方程 (equilibrium equations) 26 
平衡 力 系 (equilibrium force system) 5 
平面 力 系 (coplanar forces) 5 

平面 运动 (plane motion) 196 

平行 力 系 (parallel forces) 5 

平移 (translation) 155 


Q 


牵连 加 速度 (transport acceleration) 171 
牵连 速度 (transport velocity) 171 

牵连 运动 (transport motion) 171 

切线 (tangent) 138 

切 向 惯性 力 (tangential inertia force) 327 
切 向 加 速度 (tangential acceleration) 139 
ЖЫ] (ball joint) 12 

全 加 速度 (total acceleration) 140 

全 约束 力 (total reaction) 111 


R 
任意 力 系 (general force system) 5 
S 


矢 径 (position vector) 132 

势力 (conservation force) 301 

势力 场 (field of conservative force) 301 
HRE (potential energy) 301 


引 


受 力图 (free body diagram) 14 

瞬时 平移 (instant translation) 202,207 
速度 (velocity) 132 

速度 矢 端 曲 线 Chodograph of velocity) 133 
速度 瞬 心 (instantaneous center of velocity) 
205 

速度 投影 定理 (theorem of projection veloci- 
ties) 203 


T 
弹簧 刚度 系数 (spring constant) 288 
w 


外 力 (external forces) 17,246 
万 有 引力 (universal gravitation) 302 
位 移 (displacement) 286 


X 


相对 导数 (relative derivative) 174 
相对 轨迹 (relative path) 171 
相对 加 速度 (relative acceleration) 171 
相对 速度 (relative velocity) 171 

相对 运动 (relative motion) 171 

效率 (efficiency) 299 

形 心 (center of an area) 94 

HEB (virtual work) 344 

虚 功 原理 (virtual work principle) 345 
虚 位 移 (virtual displacement) 343 

虚 位 移 原理 (principle of virtual displace- 
ment) 345 


Y 


有 势力 (potential force) 301 

约束 (constraint) 9,341 

约束 方程 (equations of constraint) 341 

2938 7] (constraint reaction) 9 

运动 (motion) ` 1 

运动 微分 方程 〈differential equations of mo- 


引 385 


tion) 235 


运动 学 (kinematics) 1 
Z 


载荷 (load) 57 

振幅 (amplitude) 135 

质点 (particle) 233 

Ji AA (system of particle) 233 

质点 系 的 动量 (momentum of particle sys- 
tem) 244 

质点 系 的 动量 矩 (moment of momentum of 
particle system) 246 

质量 (mass) 234 

质量 中 心 (center of mass) 244 

质心 运动 定理 (theorem of motion of mass 
center) 251 

重力 (gravity) 94 

重力 加 速度 (acceleration due to gravity) 


wna тосе sma em та, 
sme a 


234 

重心 (center of gravity) 94 

周期 (period) 136 

主动 力 (active forces) 9 

主 法 线 (principal normal) 138 

ЖЖ (principal moment) 42 

ЖЖ (principal vector) 42 

转动 (rotation) 156 

转动 惯量 (moment of inertia) 260,265 
转轴 (axis of rotation) 156 

转角 (angle of rotation) 156 

自然 法 (natural method) 137 

自然 轴 (natural axes) 138 

A (self-locking) 112 

自由 度 (degree of freedom) 156 

自由 矢量 (free vector) 79 

自由 体 (free body) 8 

作用 与 反作用 (action and reaction) 8 


Synopsis 


The first five editions of this book, with about 70 000 copies issued per year, are popular 
among the professors and students in the field of mechanics. The present edition is scheduled as one 
of the key textbooks of the Ministry of Education of China. It remains the previous features and 
system of rigorous deduction, distinct logic, stepwise to profundity and convenient for education. 
The new edition gently raises the starting point, and some new materials are added for the increas- 
ing needs of the 21st century. 

This book consists of two volumes. Volume I covers the content of statics (Including the 
free-body diagram, planar force systems and couple systems, spatial force systems, friction, etc. ) ， 
kinematics (Including the kinematics of a particle, the simple motion of a rigid body, resultant 
motion of a particle, plane motion of a rigid body, etc. ), dynamics (Including the particle dynam- 
ics, theorems of linear momentum, angular momentum and kinetic energy of particle systems, D’ 
Alembert’s principle, principle of virtual displacement, etc. ) For most specialties with moderate 
period of theoretical mechanics, the use of Volume I should be enough. Volume П comprises the 
particle dynamics in non-inertial reference frame, collision, elements of analytical mechanics (In- 
cluding the fundamental equations of dynamics, Lagrange’s equations of the first and the second 
kind, etc. ) mechanical vibration (Including the free and forced vibration of the systems with опе 
and two degrees of freedom, isolation of vibration, dynamic vibration inhibitor, еїс.), motion of 
rigid body with a fixed point, approximate theory of gyroscope and dynamics of a body with vari- 
able mass. Plenty of Illustrations, questions and exercises are designed in this book. For different 
specialties the materials can be selected and used accordingly. 

This book is intended for the engineering student as the textbook of the course of “theoretical 


mechanics”. It can also be used as a reference book for students and engineers in related areas. 
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